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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

Das Wort •Okonometrie hat seinen Ursprung von der•Okonomie (Wirtschaft) und dem
lateinischem Wort metiri , welches "messen" bedeutet. Damit beinhaltet •Okonometrie
nicht nur quantitative wirtschaftliche Theorien und Konzepte, sondern vor allem deren
empirische (also auf Messung, Beobachtung und Erfahrung beruhende)•Uberpr•ufung.
Bei den durch Messung und Beobachtung gewonnen Daten handelt es sich fast immer um
statistische Daten , also um eine Beschreibung vonMassenph•anomenen. Damit spielt
neben der quantitativen Formulierung wirtschaftlicher Th eorien durchmathematische
Modelle auch die Auswertung der Daten durchstatistische Modelle eine Rolle. Das
Zusammenspiel der verschiedenen Elemente der•Okonometrie wird in folgendem Fluss-
diagramm deutlich.

(statistische) Daten

Methoden
mathematische

ökonomische Theorie

Modelle

empirische Aussagen

brierung
Kali-

Verkehrsflusstheorie,
diskrete Wahltheorie

Prognose

ökonometrieVerkehrs

In der Verkehrs•okonometrie werden diese allgemeinen Konzepte auf den Verkehrssek-
tor spezialisiert:

Die Verkehrs•okonometrie umfasst die Gesamtheit mathematischer Modelle und
statistischer Verfahren, um auf einer empirischen Grundlage den Verkehr und seine
volkswirtschaftlichen Auswirkungen quantitativ zu analy sieren und zu prognos-
tizieren.
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

y2

y1
Gl. 1

Gl. 2x2

x1
Modell

y2

y1
Gl. 1

Gl. 2x2

x1

y1

Modell

Figure 1.1.: Flussdiagramm der exogenen und endogenen Variablen des allgemeinen
•okonometrischen Modells (1.1). Gezeigt ist der Fall f•ur je zwei exogene und
endogene Variablen,M = k = 2 ohne (links) und mit (rechts) Kopplung
der endogenen Variablen. Das Modell (eckige Box) besteht hier also aus
zwei Gleichungen, welche zwei Eingleichungsmodellen (links) bzw. einem
Mehrgleichungsmodell (rechts) entsprechen.

1.1. Modelle und Variablen der Verkehrs•okonometrie

Da die •Okonometrie wirtschaftliche Zusammenh•ange quantitativ beschreibt, besteht
ihre Grundlage aus mathematischen Gleichungen. Meist werden Gleichungen folgender
Struktur betrachtet (vgl. Abb. 1.1):

Yk = f k (x1; :::; xm ; ::; xM ; � 0; :::; � j ; :::; � J ) + � k : (1.1)

1.1.1. Endogene Variablen

Die Yk sind die erkl•arten Variablen . Eine solche Variable wird bisweilen auch als
Explanandum (lat. \zu erkl•arende" bzw. erkl•arte Variable), als endogene Vari-
able (Griechisch: von innen heraus, also aus dem Modell kommend)oder gem•a� allge-
meinen mathematischen Sprachgebrauch alsabh•angige Variable bezeichnet. In der
Systemtheorie entsprechen dieYk dem Output des jeweiligen Modells. Da viele Modelle
stochastischer Natur sind, also Zufallsgr•o�en � k enthalten (vgl. Abschnitt 1.1.4), sind
die Yk im Allgemeinen Zufallsvariablen und werden, der allgemeinen Konvention der
Statistik entsprechend, \gro�" geschrieben.

Je nach der Anzahl und Kopplung der endogenen Variablen werden verschiedene Mod-
ellklassen unterschieden: von

ˆ Eingleichungsmodelle : Nur eine endogene VariableY1 = Y ,

ˆ Mehrgleichungsmodelle : Mehrere endogene VariableYk , die miteinander gekop-
pelt sind (vgl. Abb. 1.1 rechts),

ˆ Mehreren Eingleichungsmodelle : Mehrere ungekoppelte endogene Variable
wie im Flussdiagramm 1.1 links. Dies entspricht mehreren separat zu l•osenden
Eingleichungsmodellen.
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

Beispiel Verkehrsmittelwahl: Die Yk sind die absoluten H•au�gkeiten der gew•ahlten
Verkehrsmittel, z.B. Y1=Zahl der Kfz-Fahrten, Y2=Zahl der •OPNV-Fahrten und Y3, Y4

= Zahl der Wege mit dem Rad bzw. zu Fu�.

1.1.2. Exogene Variablen

Die Gr•o�en xm , m = 1 ; : : : ; M sind die erkl•arenden Variablen , welche auch alsEx-
planans (lat. \erkl•arend"), exogene Variable (Griechisch: von au�en kommend)
oder allgemein alsunabh•angige Variable bezeichnet werden. In der Systemtheorie
entsprechen diexm dem Input in das jeweilige Modell. In der Regel werden diexm

als deterministisch betrachtet und deshalb, der allgemeinen Konvention entsprechend,
\klein" geschrieben.1

Je anch Anzahl der exogenen Variablen de�niert man

ˆ univariate Modelle bzw. Einfachregression : M = 1,

ˆ multivariate Modelle bzw. Mehrfachregression 2: M > 1.

Beispiel Verkehrsmittelwahl: Die xm sind die Reisezeiten und andere, die Verkehrsmit-
telwahl beein
ussende Faktoren (Kosten, Zuverl•assigkeit etc)

1.1.3. Modellparameter

Die Gr•o�en � j , j = 0 ; : : : ; J sind die Modellparameter . Im Gegensatz zu den exoge-
nen und endogenen Variablen, welche sich bei jedem System bzw. bei jeder Anwendung
des Modells •andern, sollten die Modellparameter nach ihrer Sch•atzung bzw. Model-
lkalibrierung und einer solcherma�en bewirkten Anpassung des Modellverhaltens an
die Wirklichkeit (vgl. Abschnitt 10.3) f•ur alle Anwendung en einen konstanten Wert be-
sitzen. Diese Eigenschaft ist ein entscheidendes Kriterium f•ur die Qualit•at eines Modells
und seiner Aussage- und Prognosekraft!

Beispiel Verkehrsmittelwahl: Modellparameter bestimmen die relative Gewichtung
einzelner Ein
ussfaktoren (z.B. f•ur jedes Verkehrsmittel den Wert der Zeit in e /h)
sowie eine a-Priori-Bevorzugung bestimmter Verkehrsmittel gegen•uber anderen (ine
oder Minuten) bei eigentlich gleichem Nutzwert.

1 In der Praxis werden sowohl die xm als auch die Yk aus Erhebungen gewonnen, beide Variablenkat-
egorien sind damit prinzipiell stochastischer Natur. Man k ann aber ohne Einschr•ankung der Allge-
meinheit die Stochastizit•at der Input-Gr•o�en auf die Zufa llsanteile � k verschieben, da die Modelle ja
stochastischeFunktionen darstellen, also die exogenen Variablen sowieso variabel sind. Dies ist sogar
geboten, da andernfalls die Stochastizit•at •uberbestimm t ist. N•aheres in Abschnitt 1.1.4.

2Streng genommen sind die Termini Einfach- und Mehrfachregr ession in diesem Zusammenhang nicht
korrekt, da sie eine spezielle Sch•atzmethode (die Regression) und nicht die Modelle als solches beze-
ichnen. Dies wird aber in der Literatur h•au�g ungenauerwei se gleichgesetzt.
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

1.1.4. Zufallsanteile

Die � k beschreiben unbestimmte odernicht erkl•arte Anteile welche meist durch Zu-
fallsvariablen mit Erwartungswert E (� k ) = 0 modelliert werden3 Insbesondere gibt es
folgende Gr•unde f•ur die Notwendigkeit eines Zufallsanteils � k :

ˆ Das Modell kann nicht alle Ein
ussfaktoren ber•ucksichtig en. Wichtig ist aber,
zumindest alle Faktoren mit systematischen Ein
uss zu ber•ucksichtigen, da das
Modell sonst fehlspezi�ziert ist und falsche Aussagen liefert (N•aheres in der
Master-Vorlesung).

ˆ Die zur Modellkalibrierung verwendeten Messwerte sind fehlerbehaftet. Dieser
Anteil von � gibt direkt die kumulierten Messfehler wider.

ˆ Der Mensch ist keine Maschine. Der entsprechende Anteil von� spiegelt die Abwe-
ichung des in Wirklichkeit oft nichtrationalem Verhaltens vom Idealbild desHomo
Oeconomicuswider.

Korrekt spezi�zierte und eindeutig de�nierte Zufallsterm e spielen eine wesentliche Rolle
bei der Parametersch•atzung (Abschnitt 10.3)

Beispiel Verkehrsmittelwahl: � k entspricht dem Zufallsnutzen. Dieser sorgt daf•ur, dass
{ wie in der Wirklichkeit { mit geringerer Wahrscheinlichke it auch ein Verkehrsmittel
mit nichtmaximalen deterministischen, d.h. modellierten Nutzen gew•ahlt wird.

1.1.5. Modellfunktionen

Die Funktionen f k (:::) charakterisieren schlie�lich das eigentliche •okonometrische Modell.
Wie bei den Parametern ist es f•ur die G•ute und Prognosekraft eines Modells wichtig,
dass es nach seiner Entwicklung unver•andert auf neue Instanzen des zu beschreibenden
Sachverhalts mit unterschiedlichen exogenen Variablen angewandt werden kann.

Beispiel Verkehrsmittelwahl beiN Entscheidungen insgesamt:

Yk = f k (x ; � ) = N
eVk (x ;� )

P
k0 eVk 0(x ;� )

(1.2)

mit den Nutzenfunktionen Vk (x ; � ), welche die Ein
ussfaktoren (exogenen Variablen)x
(Reisezeit, Kosten,...) und die Modellparameter� = f � j g (Sensitivit•aten bez•uglich der
exogenen Variablen bzw. Faktoren) enthalten. N•aheres dazu im Abschnitt 1.3.2.

1.1.6. Das Prinzip der Sparsamkeit

Bei der Modellformulierung gilt das Sparsamkeitsprinzip (principle of parsimony), welches
man, frei nach Einstein, folgenderma�en formulieren kann:

3Man sagt, dass \Zufallselemente nichts anderes als das Eingest•andnis von Unwissen" seien. Die Be-
dingung E (� k ) = 0 ist keine Einschr•ankung, da man einen eventuellen Erwar tungswert auf den
deterministischen Teil verlagern kann.

4



1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

Das Modell sollte so einfach wie m•oglich sein, aber nicht einfacher.
Es sollte so wenig Parameter wie m•oglich enthalten, aber nicht weniger.

1.2. Modellgleichungen

Die das •okonometrische Modell beschreibenden mathematischen Gleichungen kann man
nach zwei Kriterien klassi�zieren: Bez•uglich der Inhaltlichen bzw. semantischenStruk-
tur und bez•uglich der mathematischenStruktur.

1.2.1. Inhaltliche Struktur

Hier unterscheidet man nach zwei Kategorien:

ˆ Das •okonometrische Modell im engeren Sinn wie Gl. (1.1) beschreibt den
allgemeinen funktionalen Zusammenhang. Manchmal wird noch zwischen dem
ungesch•atzten bzw. allgemeinen Modell (nicht spezi�zierte Werte der Modell-
parameter) und dem gesch•atzten bzw. konkreten Modell (nach der Parameter-
sch•atzung) unterschieden. Im einfachstm•oglichen nichttrivialen Fall eines linearen
univariaten Eingleichungsmodells (eine exogene und eine endogene Variable) lautet
das allgemeine •okonometrische Modell

Y (x) = � 0 + � 1x + � (1.3)

und das gesch•atzte Modell
Ŷ (x) = �̂ 0 + �̂ 1x: (1.4)

Im allgemeinen Modell haben die Parameter feste, aber noch nicht bestimmte
Werte und die Unsicherheit wird durch die Zufallsgr•o�e � ausgedr•uckt. Im gesch•atzten
Modell gibt es keinen expliziten Zufallsterm mehr. Vielmehr sind die Zufallse-
in
•usse auf die gesch•atzten Parameterwerte �̂ 0 und �̂ 1 •ubergegangen, welche nun
ihrerseits Zufallsvariablen darstellen.

Im Falle eines linearen multivariaten Eingleichungsmodells (mehrerer exogene und
eine endogene Variable) lautet das allgemeine •okonometrische Modell

Y (x) = � 0 +
MX

m=1

� m xm + � (1.5)

ˆ Die Systemgleichungen , manchmal auch alsMessgleichungen bezeichnet, beschreiben
die Anwendung des •okonometrischen Modells auf konkrete Systeme bzw. aufdie
von diesen Systemen gemessenen Werte der exogenen und endogenen Variablen. Im
Gegensatz zum abstrakten Modell h•angen die Systemgleichungen vom konkreten
System ab. Die zum •okonometrische Modell (1.3) geh•origenSystemgleichungen
lauten

Yi = � 0 + � 1x i + � i ; i = 1 ; : : : ; n (1.6)
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

und werden auf n Datens•atze f (x i ; yi )g angewandt. Die Systemgleichungen zum
Mehrfachregressionsmodell (1.5) lauten

Yi = � 0 +
MX

m=1

� m xmi + � i (1.7)

und werden aufn Datens•atze f (x1i ; x2i ; :::; xMi ; yi )g angewandt. Mit Hilfe der Sys-
temgleichungen kann man die Modellparameter derart sch•atzen, dass eine Funk-
tion F (f � i g) der Modellierungsfehler � i , z.B. die Fehlerquadratsumme, minimal
wird (Kapitel 10.3)

Merke: Wichtig ist es, bei einfach indizierten exogenen Variablenzu unterscheiden, ob
es sich um ein abstraktes Mehrfachregressionsmodell der Art (1.5) oder um Systemgle-
ichungen eines Einfachregressionsmodells der Art (1.6) handelt.

Verst•andnisfrage:
Warum sollte es bei den Systemgleichungen immer mehr S•atzevon Mess-
werten geben als es der Zahl der Parameter entspricht (n > J + 1)? Was
passiert, wennn = J + 1 oder gar n < J + 1?

1.2.2. Mathematische Struktur

Unterscheidung nach Linearit•at

Die Unterscheidung ist in Hinblick auf die L•osungsmethoden wichtig. Man kann folgende
Kategorien unterscheiden:

ˆ Lineare Modelle : Hier h•angen die endogenen Variablen linear von den exogenen
Variablen x und den Parametern � ab: Bei Eingleichungsmodellen haben sie also
die Form

Y(x) = � 0 +
MX

m=1

� m xm + �: (1.8)

In vielen •okonometrischen Lehrb•uchern werden ausschlie�lich lineare Modelle be-
handelt, in der Verkehrs•okonometrie sind jedoch auch nichtlinieare Modelle wichtig.

Beispiel: Einfaches Modell f•ur die mittlere Fahrleistung Y pro Person in einer
Region:

Y = � 0 + � 1x1 + � 2x2 + � 3x3 (1.9)

mit den erkl•arenden Variablen

{ x1: Mittleres Einkommen (Euro pro Jahr)

{ x2: Treibsto�preis (Euro/Liter)

{ x3: Ausbau des Stra�ennetzes (Kilometer pro Einwohner)
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

Als Aussagen lassen sich hier zum Beispiel Elastizit•aten gewinnen wie

� 2 =
x2

Y
dY
dx2

=
� 2x2

Y

Ein Wert � 2 = � 0:2 sagt z.B. aus, dass bei einer Erh•ohung der Treibsto�preise um
10% nur 2% weniger Auto gefahren wird.

ˆ Reduzible nichtlineare Modelle : Zwar h•angt hier die endogene Variable nicht-
linear von sowohl den exogenen Variablenx als auch den Parametern� ab, man
kann die Modellgleichungen jedoch durch Transformation der exogenen und/oder
endogenen Variablen in eine lineare Form bringen.

Beispiel: Modell f•ur das unbeschr•ankte Wachstumeines •okonomischen Prozesses
(z.B. die anf•anglichen Verkaufszahlen eines neu eingef•uhrten Produkts). Mit der
Zeit als exogenen Variablen lautet dieses

y(t) = y0et=� + � (1.10)

Durch die Transformation y = ew und anschlie�ende Logarithmierung wird dieses
in ein lineares Eingleichungsmodell transformiert:

w(t) = ln( y0) + t=� + � = � 0 + � 1t + � (1.11)

Verst•andnisfrage:
Warum funktioniert dies blo�, wenn die Zufallsanteile im ur spr•unglichen Mod-
ell multiplikativ wirken?

ˆ Irreduzible nichtlineare Modelle : Hier h•angt die endogene Variable nichtlinear
sowohl von den exogenen Variablenx als auch von den Parametern ab und es ist
keine Transformation auf eine lineare Form m•oglich. Dies ist zwingend immer dann
der Fall, wenn die endogenen Variablendiskreter Natur sind (z.B. Y = Zahl der
Wege, die mit dem Rad zur•uckgelegt werden) oder wenn es sichgar um qualitative
bzw. nominalskalierte Variablen handelt, z.B. Y = gew•ahlter Beruf mit den
Auspr•agungen Maurer, Schreiner, Physiker etc. Aber auch im Bereich der stetigen
Modelle gibt es manchmal die Notwendigkeit von nichtlinearen Modellen, wie im
folgenden Beispiel.

Beispiel: Modell f•ur das S•attigungsverhalten eines •okonomischen Prozesses (z.B.
die Verkaufszahlen von Autos oder Mobiltelefonen seit Er�ndung der jeweiligen
Produkte) beschreiben will. Das klassischeModell beschr•ankten Wachstums
mit der Zeit x als exogenen Variablen hat die Form (vgl. Abb. 1.2)

ŷ(x) =
ys

1 +
�

ys
y0

� 1
�

e� x=�
(1.12)
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Figure 1.2.: Graph des Modells (1.12).

Verst•andnisfrage:
Diskutieren Sie die Bedeutung der Parameter� , y0 und ys im Modell (1.12).
Kann man das Modell auch in der Formŷ(x) = ys=[1+ e� (x � x0 )=� ] schreiben?
Was ist dann die Bedeutung des neuen Parametersx0 und wie h•angt er mit
den Parametern der Formulierung (1.12) zusammen?

ˆ Quasilineare bzw. parameterlineare Modelle : In dieser Modellklasse sind die
Modellgleichungen linear bez•uglich der Parameter� , aber nichtlinear bez•uglich der
exogenen Variablenx . Solche Modelle kann man immer durch eine Transformation
der exogenen Variablen linearisieren,4 so dass siev•ollig •aquivalent zu den linearen
Modellen sind.

Alle Methoden linearer Modelle sind identisch auch auf die transformierte quasi-
lineare Modelle anwendbar. Im weiteren Verlauf dieses Skriptes sind deshalb bei
linearen Modellen immer auch quasilineare Modelle mit eingeschlossen.

Beispiel: Einfaches Modell f•ur die mittlere PKW-Fahrleistung Y eines PKW-
Besitzers pro Jahr:

Y (x ; � ) = � 0 + � 1x1 + � 2x2 + � 3x1x2 + � (1.13)

mit den exogenen Variablen
4 Im Gegensatz zu den reduziblen nichtlinearen Modellen gibt es hier auch keine Probleme mit den

Zufallsanteilen.
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Modell 1
y (M1) x (M2)=

Modell 2
y (M2)

x (M1)

Modell 1
y (M1) x (M2)=

Modell 2
y (M2)

x (M1)

y (M2)

Figure 1.3.: Flussdiagramm der exogenen und endogenen Variablen f•ur verkette (oben)
und r•uckgekoppelte (unten) Modell-Systeme. Das \Innenleben" der Modelle
(also die je zwei Gleichungen, vgl. Abb. 1.1) ist nicht mehr gezeigt. Die Vek-
torpfeile symbolisieren den ganzen Satz jeweiliger endogener und exogener
Variablen.

{ x1: Mittleres Einkommen (Euro pro Jahr)

{ x2: Treibsto�preis (Euro/Liter)

Mit den Transformationen

z1 = x1; z2 = x2; z3 = x1x2

wird dieses Modell in ein lineares Modell mit drei exogenen Variablen trans-
formiert:

Y (z; � ) = � 0 + � 1z1 + � 2z2 + � 3z3 + � (1.14)

Die zugeh•origen Anstiegsparameter bedeuten

{ � 1: Anstieg der Fahrleistung mit dem Einkommen (•ublicherweise � 1 > 0)

{ � 2: Preissensitivit•at der PKW-Nutzung (•ublicherweise � 2 < 0)

{ � 3: Reduktion der Preissensitivit•at mit dem Einkommen (•ubl icherweise� 3 >
0)

Verst•andnisfrage:
Machen Sie sich die Vorzeichen der drei Parameter in diesem Beispiel klar.
Warum ist bei Ber•ucksichtigung auch extrem hoher Einkommen ein irreduz-
ibel nichtlineares Modell notwendig? Zeigen Sie dies anhand der dann nicht
plausiblen Aussagen des Modells (1.14).
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

Modell Modell Modell

y(t+   t)D x (t+2   t)D=x (t) y (t) x(t+   t)D= ...

Figure 1.4.: Flussdiagramm der Verkettung im Falle dynamischer Modelle. Das Modell
selbst ist in der Regel in allen Schritten dasselbe, oft mit unver•anderten
Parametern (autonomes dynamisches Modell), manchmal mit von der Zeit
abh•angigen (nichtautonomes Modell).

Unterscheidung nach weiteren mathematischen Kriterien

Weitere in der •Okonometrie relevante Unterscheidungsmerkmale sind

ˆ Existenz eines Zufallsanteils:Deterministische vs. stochastische Modelle.

ˆ Zahl der exogenen Variablen: Eine bei univariaten und mehrere bei multivariaten
Modellen.

ˆ Zahl der endogenen Variablen: Eine bei Eingleichungsmodellen, mehrere bei Mehrgle-
ichungsmodellen.

ˆ Skalierung der endogenen Variablen:Entscheidungsmodelle haben diskrete bzw.
qualitative/nominalskalierte endogene Variablen, w•ahrendkontinuierliche Mod-
elle stetige sowie verh•altnisskalierte endogene Variable aufweisen. Diese beiden
Kategorien bedingen grunds•atzlich verschiedene Herangehensweisen bei der Mod-
ellierung, beispielsweise sind Entscheidungsmodelle immer nichtlinear.

Hingegen ist die Skalierung der exogenen Variablen nicht sobedeutsam, da man
qualitative bzw. nominalskalierte exogene Variable durchkardinalskalierte Pseu-
dovariablen der Art 1=Maurer, 2=Schreiner, 3=Physiker etc ausdr•ucken kann.

ˆ Existenz von Verkettung oder R•uckkopplung (siehe Abb. 1.3und Abb. 1.5):

{ Bei verketteten Modellen sind die endogenen Variablen einer Modellstufe
die exogenen der n•achsten. Wichtigstes Beispiel daf•ur ist das Vier-Stufen-
Schema der klassischen Verkehrsplanung (Abb. 1.5).

{ Bei r•uckgekoppelten Modellen koppeln die endogenen Variablen eines
Modells einer sp•ateren Verkettungsstufe auf die exogenenVariablen eines
Modells einer fr•uheren Verkettungsstufe zur•uck. Beim Vier-Stufen-Modell der
Abb. 1.5 k•onnen als Folge der Routenwahl einzelne Netzelemente •uberlastet,
also verstaut werden. Die damit verbundenen Resiezeitverl•angerungen beein-

ussen wiederum die Ziel- und ggf. die Verkehrsmittelwahl.

ˆ Dynamische vs. statische Modelle: dynamische Modelle , also Modelle mit ex-
pliziten dynamischen Zeitbezug, stellen einen Sonderfallder Verkettung im Zeit-
bereich dar: Die Entwicklung des aktuellen Zeitschrittes h•angt von den Ergebnissen
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Figure 1.5.: Das klassische Vierstufenmodell der Verkehrsplanung als Beispiel der Ver-
kettung und R•uckkopplung von Modellen. Die endogenen Variablen der er-
sten Modellstufe \Aktivit•atenwahl", die im Verlauf eines Tages anfallenden
Verkehrsstr•ome von und nach jedem Bezirk (Quell- bzw. Zielsummen), spie-
len gleichzeitig die Rolle von exogenen Variablen bei der Modellierung der
\Zielwahl". Die endogenen Variablen der Zielwahl (Quelle-Ziel-Relationen
bzw. Wege zwischen jeweils zwei Bezirken) sind wiederum dieexogenen Vari-
ablen der Verkehrsmittelwahl und in weiterer Folge der Routenwahl. Das
Ergebnis der Routenwahl f•uhrt ggf. zu einer •Uberlastung einzelner Netzele-
mente und zu einer Erh•ohung der Reisezeit auf einigen Relationen. Diese
sogenante \Reisezeitmatrix" bzw. \Aufwandsmatrix" ist nu n wiederum eine
weitere exogene Variable der Zielwahl (\wenn der Weg von Bezirk i nach j
immer verstopft ist, gehe ich vielleicht doch woanders einkaufen"), so dass
die Routenwahl auf die Zielwahl r•uckkoppelt.

des vergangenen Zeitschrittes bzw. der vergangenen Zeitschritte ab (Abb. 1.4). In
der vertiefenden Master-Vorlesung) werden wir einen einfachen Typ dieser Modelle
kennen lernen, dasdynamische Input-Output-Modell .

1.3. Zwei Anwendungsbesipiele

Hinweis: In diesem Abschnitt werden konkrete Anwendungsm•oglichkeiten der Methoden
und Modelle der Verkehrs•okonometrie an zwei umfangreicheren Beispielen erl•autert. Die
Komplexit•at der mathematischen Modellierung dieser Beispiele geht •uber die im weit-
eren Verlauf des Skripts behandelten Modelle und Rechnungen hinaus und soll eher als
\Kostprobe" dienen, wohin die Richtung in den vertiefenden Master-Vorlesungen und in
der tats•achlichen Anwendung geht.
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1.3.1. Staukosten

Die in Deutschland pro jahr anfallenden Kosten durch Staus werden kontrovers disku-
tiert. Sch•atzungen reichen von weniger als 1 Mrde /Jahr •uber 10-20 Mrd e /Jahr (EU-
Wei�buch, 2001) bis zu 100 Mrd e /Jahr (BDI 1999, BMW-Studie 1997). Selbst ein
insgesamt negativer (!) Beitrag von Staus zu volkswirtschaftlichen Kosten wird disku-
tiert (Hermann Kno
acher, \Stehzeuge").

Da die endogenen Variablen, also die verschiedenen Kosten,(quasi-)stetige Gr•o�en
darstellen,5 ist hier eine Beschreibung mitstetigen Modellensinnvoll. Die Absch•atzung
der gegenw•artigen und zuk•unftigen Staukosten kann in unterschiedlichen Detaillierungs-
graden geschehen:

1. Einfache globale Sch•atzung: Hier wird das aktuelle Verkehrsaufkommen durch
Mobilit•atsbefragungen (siehe Kap. 8) empirisch erhoben und das zuk•unftige gem•a�
einem einfachen Modell abgesch•atzt, z.B. mit dem Modell (1.12) f•ur beschr•anktes
Wachstum.

Die durch Staus verursachte Gesamtkosten sch•atzt man danndurch einen einfachen
globalen Ansatz ab, z.B.

K stau = � K Zeit + � K Treibsto� + � K Unfall + � K Umwelt (1.15)

Hierin sind

ˆ � K Zeit die Zeitmehrkosten durch Staus. Diese kann man z.B. mit Hilfe der
durch Mobilit•atsbefragungen erhobernen Gesamt-Verkehrsleistung von L =
800 Milliarden Personenkilometer pro Jahr absch•atzen. Nimmt man eine
mittlere Geschwindigkeit von �V = 50 km=h sowie einen durch Staus verur-
sachten Zeitmehrverbrauch von p = 5% an und setzt f•ur die Zeitkosten
_K =10 e /Pers/h an, ergibt sich

� K Zeit =
Lp _K

�V
= 8 Mrd e /Jahr : (1.16)

zu •ahnlichen Gr•o�enordnungen kommt man bei Annahme von z.B. 5 min
t•aglicher Stauzeit f•ur die etwa 40 Millionen Autofahrer.

ˆ Die Treibsto�-Mehrkosten setzten ein Modell des Treibsto� mehrverbrauchs
voraus. Nimmt man z.B. w•ahrend der Stauzeit einen Verbrauch von _CStau =
3 Liter=h, einen Treibsto�preis K =1.50 e /Liter 6 sowie einen mittleren Be-
setzungsgrad vonB = 1 :5 Pers=Kfz an, erh•alt man

� K Treibsto� = � K Zeit _CStau K=B =
Lp _CStauK

B �V
= 2.4 Mrd e /Jahr : (1.17)

5Quasistetige Variablen sind, streng genommen, diskret, aber die Einheit der Diskretisierung (in un-
serem Falle Cent) ist um Gr•o�enordnungen kleiner als typische Werte der endogenen Variable (Mil-
liarden von e )

6Der Leerlaufverbrauch ist meist unter 1 Liter/h, aber die St op&Go-Phasen haben nat•urlich einen
deutlich h•oheren Verbrauch
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ˆ Schwieriger wird die Absch•atzung der durch Staus verursachten zus•atzlichen
Unf•alle, z.B. Au�ahrunf•alle, und noch schwieriger die ex ternen Umweltmehr-
kosten durch zus•atzlichen L•arm, CO2 Emissionen, Feinstaub usw.

2. Sch•atzung mit CR-Funktionen Dieser Ansatz ist vor allem f•ur abgegrenzte Re-
gionen (z.B. St•adte) interessant, f•ur deren Stra�ennetz eine Verkehrsumlegung vor-
liegt, d.h. eine modellierte (und durch Querschnittsz•ahlungen gesch•atzte) Verkehrs-
belastungQl in Kfz/h auf allen gerichteten Kanten (Streckenelemente)l des Verkehrsnet-
zes. In diesem Falle kann die zeitliche Mehrbelastung direkt durch die Capacity-
Restraint-Funktionen bzw. CR-Funktionen angen•ahert werden. Diese sind
auch Basis der Umlegung (vgl. Abschnitt 7):

Tl (Q) = Tl0

�
1 +

�
Q
K l

� 
 �
: (1.18)

Hier bezeichnetTl (Q) die Fahrzeit auf einem Streckenelement (Kapazit•at K l ) bei
der Verkehrsbelastung Ql und T0 die Fahrzeit ohne Belastung. Der Exponent

 wird meist zwischen 1 und 5 gew•ahlt. •Ublicherweise wird die Umlegung in
Stundenabst•anden durchgef•uhrt. In dieser Stundet fallen auf einem Netzelementl
die Stau-Zeitkosten � K lt = _KQ lt [Tl (Qlt )� Tl0] an. Die Staukosten pro Tag ergeben
sich einfach als die Summe •uber alle Streckenelemente und Stundenintervalle:

� K Zeit =
24X

t=1

X

l

_KQ lt [Tl (Qlt ) � Tl0] : (1.19)

Mit den CR-Funktionen kann man auch die interessante Frage beantworten, wie
sehr man durch eine eigene Fahrt zur Rush-hour die Reisezeitaller anderen betrof-
fenen Verkehrsteilnehmer verl•angert. Vom egoistischen Standpunkt aus w•aren dies
externe Kosten, da sie die anderen Fahrer betre�en.7 Bezeichnet man die durch
die eigene Verkehrsteilnahme bei anderen Verkehrsteilnehmern verursachten Zeit-
mehrkosten mit � K ext und die eigenen Zeitmehrkosten durch die Verkehrs•uberlastung
mit � K indiv , ergibt sich f•ur jeden Streckenabschnitt und auch f•ur die gesamte Fahrt
das bemerkenswert einfache Ergebnis (vgl.•Ubungsaufgabe)

� K ext = 
 � K indiv : (1.20)

Der Zeitmehrverbrauch bei den anderen Verkehrsteilnehmern ist also gleich dem
eigenen Zeitmehrverbrauch, multipliziert mit dem Exponenten der CR-Funktion
und zwar unabh•angig von der H•ohe und Verteilung der Verkehrsbelastung bzw.
der Lage und L•ange von Staus. Dies wird in der folgende Aufgabe und der
dazugeh•origenL•osung demonstriert. Dies kann man plakativ wie folgt ausdr•ucken:

\Durch meine Verkehrsteilnahme werden die anderen Verkehrsteilnehmer um den
Faktor 
 (Exponent der CR-Funktion) mehr verz•ogert als ich selbst"

7 •ublicherweise werden externe Kosten aber de�niert als nicht bezahlte Kosten, die anderen Gruppen
(Fu�g•angern, •OPNV-Teilnehmern etc) durch die Aktivit•at der betrachteten Gr uppe (hier der Kfz-
Nutzer) entstehen. In diesem Sinne sind die gesamten Stauzeitkosten interne Kosten.
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Figure 1.6.: Empirische Ermittlung der durch zwei konkrete Staus auf der A5 (in
der N•ahe von Frankfurt) verursachten Zeit- und Treibsto�k osten. Oben:
Aus Detektordaten rekonstruierte raumzeitliche Geschwindigkeitspro�le und
einige beispielshaft daraus errechneten Trajektorien; Mitte: aus den Trajek-
torien bestinnte Reisezeit; unten: Aus Fahrzeug- Motor- und Getriebeken-
ndaten eines VW Passat errechneter Treibsto�verbrauch aller im Testab-
schnitt be�ndlichen Fahrzeuge. N•aheres •uber die hierbeiverwendeten Mod-
elle kann man in der VorlesungVerkehrsdynamik und -simulation erfahren.
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

Mehr Details zu dieser Problematik �nden sich im Abschnitt 7 dieses Skripts.

Aufgabe:

Leiten Sie das Ergebnis (1.20) f•ur einen Streckenabschnitt her, indem Sie f•ur
die Zeit Tl zum Durchfahren dieses Streckenabschnitts die NachfrageQl um
� Ql = 1=Tl erh•ohen (genau dies bewirkt das Durchfahren). Sch•atzen Sie die
resultierende Reisezeiterh•ohung durch �Tl = T0

l (Ql )� Ql ab und multiplizieren Sie
diese Erh•ohung mit der Zahl n = Ql Tl der betro�enen Fahrzeuge.

3. Mikroskopische Sch•atzung mit Fahrzeugtrajektorien Bei dieser detailliertesten
Absch•atzung beschr•ankt man sich wegen der Datenlage in der Regel auf eine
einzelne Stausituation. Die Fragestellung lautet:

Wieviel Zeitverlust und wieviel Treibsto�-Mehrverbrauch wird durch ein konkretes
Stau-Ereignis verursacht?

Diese Frage kann mit keiner anderen Methode beantwortet werden, da sowohl der
Zeit-Mehrverbrauch als auch der Treibsto�verbrauch zum Beispiel davon abh•angt,
ob es sich um einen gleichm•a�igen Stau (\z•ah
ie�ender verkehr"), um Stop-and-
Go-Verkehr oder um einen Totalstillstand handelt.

Die Zeitverz•ogerung wird dabei direkt anhand der (simulierten oder gemessenen
Fahrzeugtrajektorien abgelesen. F•ur den Treibsto�verbrauch kommen dezidierte
mikroskopische Modelle zum Einsatz, welche den instantanen Verbrauch (Treib-
sto�menge pro Zeiteinheit) in Abh•angigkeit der Geschwindigkeit, der Beschleuni-
gung sowie der Motor- und Fahrzeugparameter berechnet.8

Abbildung 1.6 zeigt Beispiele f•ur typische Stausituationen. In der Vorlesung
Verkehrsdynamik und -simulation (innerhalb des Moduls \Vertiefung Verkehrs•okonometrie" )
werden die zugrundeliegenden Modelle ausf•uhrlich behandelt.

1.3.2. Verkehrsmittelwahl

Die Verkehrsmittelwahl ist ein klassisches Beispiel f•ur die in der Verkehrs•okonometrie
sehr wichtigen Modelle derdiskreten Wahltheorie , welche in der vertiefenden Master-
Vorlesung behandelt werden. W•ahrend die exogenen (erkl•arenden) Variablen diskret
oder stetig sein k•onnen, ist der Ausgang (endogene bzw. erkl•arte Variablen) auf jedem
Fall diskret, da man unter i.A wenigen Alternativen zu w•ahl en hat. Die meisten Modelle
der diskreten Wahltheorie sind mehrstu�g (vgl. Abb. 1.7):

ˆ Zun•achst wird f•ur jede Alternative k eine generalisierte Nutzenfunktion de�niert,
die den Zeitaufwand (komplexe Reisezeit, d.h. Haust•ur - zu- Haust•ur Reisezeit),

8Es ist in Extremf•allen { genau wie in der Wirklichkeit { nicht ei nmal ausgeschlossen, dass Staus zu
Minderverbr•auchen f•uhren. Dies ist insbesondere bei gleichm•a�ig 
ie�enden gebundenen Verkehr im
Vergleich zu sehr schneller freier Fahrt m•oglich.
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y1
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y3

y4

b 1k

b 2k

Nutzenfunktion V1

Nutzenfunktion V2

Nutzenfunktion V3

Nutzenfunktion V4

Zeiten, Kosten  
Komfort für ...

b 3k

x11 x21 x31
, ,

x12 x22 x32
, ,

x13 x23 x33
, ,

x14 x24 x34
, ,

Zahl Fuß  

Zahl Rad  

Zahl ÖV  

Unschärfeparameter

Modalsplit-Modell

Bewertung der Kosten

Bewertung der Zeit

Bewertung des Komforts

Zahl MIV  

Wahl-

modell

Kfz

Rad

Fuß

 ÖV

l

Figure 1.7.: Beispiel eines •okonometrischen Modells mit {zumindest auf der Ebene des
Individuums { diskreten endogenen Variablen: Modell der Verkehrsmit-
telwahl. Die exogenen Variablenxm beein
ussen die Wahlentscheidung:
Komplexe Reisezeit, Kosten und Bequemlichkeit f•ur jedes infrage kom-
mende Verkehrsmittel. Weitere Variable wie Geschlecht undAlter des
Individuums bzw. Altersklasse, Quelle-Ziel-Gruppe (Kollektiv) kommen
hinzu. Im eigentlichen Wahlmodell wird zun•achst mit Hilfe der Wich-
tungsparameter � 1 und � 2 Nutzenfunktionen gebildet und diese dann, unter
Ber•ucksichtigung der Unsch•arfe � des Zufallsnutzens als weiteren Param-
eter, in eine Wahlentscheidung (Anwendung auf der individuellen Ebene)
bzw. einen Anteilswert (Anwendung auf ein Kollektiv) Zun•a chst wird unter
Die exogenen Ausg•angen mit diskreten endogenen
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

die Kosten, die Bequemlichkeit, die Zuverl•assigkeit und vieles mehr enthalten kann.
Der deterministische Anteil V dieser Nutzenfunktion9 ist oft quasilinear, d.h. linear
in den Parametern, nicht jedoch notwendigerweise linear inden exogenen Variablen
x = ( x1; :::; xm ; :::; xM ):

Vk (x ) = � 1f 1(x ) + � 2f 2(x ) + : : :

ˆ Jede Alternative wird nun anhand ihrer Nutzenfunktion bewertet. Um allge-
genw•artige Unsicherheiten durch nicht ber•ucksichtigte erkl•arende Variablen einer-
seits und irrationales Verhalten bei der Wahlentscheidungandererseits zu ber•ucksichtigen,
wird jedoch nicht unbedingt die Alternative mit dem h•ochst en (bewerteten) Nutzen
gew•ahlt, sondern mit geringeren Wahrscheinlichkeiten auch andere. Das Ausma�,
mit der auch suboptimale Alternativen gew•ahlt werden k•on nen, wird dabei durch
einen weiteren Parameter� festgelegt. Die Auswahlwahrscheinlichkeiten k•onnen
dann z.B. in der Form

P(Ak ) =
B (Vk ; � )

P
k0 B (Vk0; � )

(1.21)

de�niert werden. Im bekanntesten dieser Modelle, dem Multinomial-Logit-Modell,
ist die Bewertungsfunktion durch B (x ; � ; � ) = e�V (x ;� ) gegeben. Die Nutzenfunk-
tionen werden meist durch die negativen e�ektiven Zeitaufw•ande de�niert, d.h. alle
anderen Aufwandsarten (Kosten, Unbequemlichkeit ...) werden mit den Parame-
tern � j auf Zeitkosten umgerechnet (vgl. Abb. 1.7). Typische Wertevon Vk liegen
bei � 30 min und typische Werte von � sind durch � � 1 = 10 min charakterisiert.

Um dieses Modell zu kalibrieren, werden anhand von Befragungen Messgleichungen fol-
gender Form aufgestellt:

Alter
Ge-
schl.

Zeit-
bedarf
Rad

Wetter
Kompl.
Reisezeit
•OPNV

Ad-hoc
Kosten
•OPNV

Wahl-
entsch.
Rad

Wahl-
entsch.
•OPNV

Variable x1 x2 x3 x4 x5 x6 y1i y2i

Person 1 30 w 20 min schlecht 30 min 1.00e 0 1

Person 2 24 m 11 min sch•on 20 min 2.00e 1 0
Person 3 27 m 34 min sch•on 15 min 2.00e 0 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

In der Tabelle wurde eines der einfachsten nichttrivialen Sachverhalte gew•ahlt:

ˆ Es gibt nur zwei Alternativen: Rad und •OPNV

9Das Konzept des Zufallsnutzens und wie damit beispielsweise ein Logit-Modell der Art (1.21)
hergeleitet werden kann, werden in der vertiefenden Master-Vorlesung betrachtet.
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1. Der Begri� der Verkehrs•okonometrie

ˆ Die Nutzenfunktion enth•alt nur zwei \Kostenarten": Kompl exe Reisezeit und
Geldkosten (•OPNV) bzw. Schlechtwetter (Rad). Die Kosten sind dabei alsAd-
hoc-Kosten zu verstehen, also als zus•atzliche Kosten, wenn man •OPNV w•ahlt:
Dauerkarteninhaber haben deshalb Ad-Hoc-Kosten von Null.

ˆ Neben den Abh•angigkeit von weggebundenen erkl•arenden Variablen, also Reisezeit
und Kosten f•ur jede Alternative, wird noch eine Abh•angigk eit von sozio•okonomischen
erkl•arenden Variablen (Alter und Geschlecht) ber•ucksichtigt.

Anhand dieser Tabelle werden in der Modellkalibrierung dieWerte der Modellparameter
� j bestimmt, f•ur welche die durch die Werte y1i und y2i charakterisierten Beobachtungen
im Modell am wahrscheinlichsten sind, das Produkt der entsprechenden Wahrschein-
lichkeiten also maximal wird.

Aggregierung

Grunds•atzlich sind Modelle der Verkehrsmittelwahl mikroskopisch , betrachten also
jede Entscheidung einzeln. Damit kann auch nur eine der endogenen Variablenyk f•ur
Alternative k gleich 1 sein, w•ahrend alle anderenyk0, k0 6= k, gleich 0 sein m•ussen. In drei
F•allen ist eine Aggregierung, also einemakroskopische Hernagehensweise m•oglich,
sinnvoll oder sogar notwendig:10

ˆ personenbezogene Aggregierung:Ein und dieselbe Person wird in vergleichbaren
Situationen (gleiche exogene Variable) mehrfach befragt. Geht es z.B. um die
Verkehrsmittelwahl zur Arbeit und wurden die Entscheidungen den letzten zwei
Wochen erhoben, kann man die 10 Entscheidungen zusammenfassen.

ˆ situationsbezogene Aggregierung:W•ahlt man die exogenen Variablen so, dass sie
f•ur mehrere Personenund alle Alternativen etwa gleiche Werte besitzen, kann man
diese Personen zu Gruppen bzw. Klassen zusammenfassen. In der Praxis funk-
tioniert dies meist nur, wenn man nur Variable w•ahlt, welche f•ur alle Alternativen
etwa gleich sind, also entweder sozio•okonomische Variable (Alter, Geschlecht, Au-
toverf•ugbarkeit), externe Variable (Wetter) oder spezielle generische Variable wie
die Entfernung.

ˆ datenerzwungene Aggregierung:Liegen Daten nur aggregiert vor, kann man nat•urlich
nur makroskopisch vorgehen.

Beispiel: mikroskopische Daten, welche eine Aggregierung zulassen (situationsbezo-
gene Aggregierung)

10 Hier dient die Aggregierung haupts•achlich zu \p•adagogis chen" Zwecken, da sie die Darstellung verein-
facht. In Realit•at wird man bei Vorliegen mikroskopischen D atenmaterials immer das mikroskopische
Vorgehen w•ahlen.
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Entf.
Fu�

Entf.
Rad

Entf.
•OPNV

Entf.
MIV

Wahl-
entsch.
Fu�

Wahl-
entsch.
Rad

Wahl-
entsch.
•OPNV

Wahl-
entsch.
MIV

Variable x11 x12 x13 x14 y1 y2 y3 y4

Person 1 2 km 2 km 3 km 3 km 0 1 0 0
Person 2 4 km 4 km 4.5 km 1 0 0 1 0
Person 3 3 km 3 km 1 3.5 km 0 0 0 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Aggregierung dieser Daten in Entfernungsklassen

Entfernungsklasse
Wahl-
entsch.
Fu�

Wahl-
entsch.
Rad

Wahl-
entsch.
•OPNV

Wahl-
entsch.
MIV

Pers.
in
Klasse

x1 = Klassenmitte y1 y2 y3 y4 ni

0-1 km 5 1 0 0 6
1-2 km 2 0 5 0 7
2-3 km 0 2 11 0 13
3-5 km 0 0 7 1 8

5-10 km 0 0 5 0 5
10-20 km 0 0 1 1 2
> 20 km 0 0 3 0 3P

7 3 32 2 44

Sollen aber nur wenige zus•atzliche sozio•okonomische Merkmale wie PKW oder Rad-
Verf•ugbarkeit betrachtet werden, steigt die Zahl der aggregierten Klassen in eine un-
praktikable Gr•o�e (z.B. 0-1 km mit Rad und Kfz-Verf•ugbark eit, 0-1 km mit Rad ohne
Kfz-Verf•ugbarkeit, ... und man behandelt das Problem besser gleich disaggregiert, zumal
auch die entsprechende Software (z.B.Biogeme) disaggregierten Input vorsieht.
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1.4. Verwendete Symbole

Y
Abh•angige bzw. erkl•arte bzw. endogene Variable. Bei Mehrgle-
ichungsmodellen bekommen diese den Indexk.

xm ,
m = 1 ; : : : ; M Unabh•angige bzw. erkl•arende bzw. exogene Variablen

x Gesamtheit der exogenen Variablen, als Spaltenvektor geschrieben

yi , xmi ,
i = 1 ; : : : ; n

Wert der abh•angigen bzw. der m-ten unabh•angigen Variablen bei
der i -ten Messung bzw. demi -ten Element der Stichprobe.

� 0 Achsenabschnitt (engl. intercept)

� j ,
j = 1 ; : : : ; J

Lineare Anstiegsparameter

� Gesamtheit der Modellparameter, als Spaltenvektor geschrieben

�̂ j , Ŷ
Das \Dach" ist ein Symbol f•ur gesch•atzte Gr•o�en, also gesch•atzte
Parameterwerte, exogene Variable des gesch�atzten Modells, etc.

� Ein additiver i.i.d. Zufallsterm mit Erwartungswert 0 und d er
Varianz � 2

zm , w Transformierte exogene und endogene Variablen (mit dem Ziel, ein
lineares Modell in den transformierten Variablen zu erhalten)

Vk
Deterministische Nutzenfunktion der Alternative k bei Wahlmod-
ellen
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Um neue Verkehrsprojekte seri•os auf ihre verkehrliche Wirkung hin zu untersuchen,
sind die Methoden der Verkehrsplanung unerl•asslich. Die meisten der im Folgenden
vorgestellten Konzepte wie Aktivit•atenwahl, Zielwahl, V erkehrsmittelwahl und Routen-
wahl beziehen sich aufModelle der diskreten Wahltheorie . Diese Modellklasse
kommt in der Verkehrs•okonometrie h•au�g vor, w•ahrend sic h die klassische•Okonometrie
haups•achlich mit stetigen, meist linearen Modellen befasst. In dieser Vorlesung werden
die Konzepte exemplarisch vorgestellt, w•ahrend die eigentlichen Modelle in den Master-
Vorlesungen vertiefend behandelt werden.

2.1. De�nition und Ziele der Verkehrsplanung

Verkehrsplanung beinhaltet die Analyse und Prognose verkehrlicher
Auswirkungen von (i) infrastrukturellen •Anderungen, (ii) verkehrstechnischen
•Anderungen sowie (iii) •Anderungen der Raumstruktur.

Infrastrukturelle Vorhaben beinhalten zum Beispiel:

ˆ Neubau von Stra�en, Autobahnen oder •OV-Linien,

ˆ Ausbau, Umbau, oder R•uckbau von Stra�en; Verdichtung oder Ausd•unnung des
Taktes von •OV-Linien

Beispiele f•ur verkehrstechnische•Anderungen sind

ˆ Verkehrsberuhigung, Verkehrsbeein
ussung, Tempo-30-Zonen,

ˆ

•Anderungen in der Verkehrsf•uhrung, z.B. Einbahnstra�enregelungen,

ˆ Einf•uhrung von Maut, h•ohere oder niedrigere Steuern auf Treibsto�preise, h•ohere
oder geringere Preise f•ur •OV-Fahrkarten

ˆ Umwidmung bzw. Zulassung oder Sperrung bestimmter Strecken f•ur Verkehrsmodi
wie Kfz, Rad, Fu�g•anger oder •OV, beispielsweise die Ausweisung von Fu�g•angerzonen.

•Anderungen der Raumstruktur sind z.B. die Folgenden:

ˆ Scha�ung oder R•uckbau von Wohnbezirken

ˆ Planung neuer Einkaufszentren oder Freizeitattraktionen
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

ˆ Planung neuer Industriegebiete.

ˆ \Verkehr im Jahre 2020": verkehrliche Folgen der •Anderung der demogra�schen
Struktur, der Technik, und des verkehrlichen Verhaltens: z.B. Verkehrsmittelwahl,
H•au�gkeit und Weite der Fahrten

2.1.1. Verkehrliche Auswirkungen

Fokus der Verkehrsplanung sind vor allem folgendeverkehrlichen volkswirtschaftlichen
Aspekte:

ˆ Verkehrsqualit•at wie z.B. Zeitanteil der •Uberlastung und Staubildung auf einzelnen
Strecken. Diese kann z.B. durch ein skalares Ma� wie der Reisezeit oder denLevel
of Service (LOS) quanti�ziert werden.

ˆ

•Anderungen in den Reisezeiten f•ur IV und •OV-Teilnehmer f•ur bestimmte Wege-
gruppen oder global,

ˆ

•Anderungen des globalenModal Split , d.h. die durchschnittliche Aufteilung auf
die einzelnen Verkehrsarten bzw. Verkehrsmodi wie Schusters Rappen, Rad,
PKW, LKW oder •OV.

ˆ

•Anderungen in den Sekund•arfolgen von Verkehr wie Emissions- und L•armbelastung.

Der wichtigste Gesichtspunkt bei den Zielen der Verkehrsplanung ist im Allgemeinen die
Reisezeit. Rechnet man diese in Geld um (wobei meist zwischen h•oher gewichteten
Berufsverkehr und sonstigen Verkehr unterschieden wird),k•onnen bedeutende volk-
swirtschaftliche Verkehrskosten entstehen. Dabei wird zwischen internen und externen
Kosten unterschieden (siehe auch dieWebseite der Institutes f•ur Verkehrs•okologie der TU Dresden):

ˆ Die internen Verkehrskosten werden von den Verkehrsteilnehmern selbst ge-
tragen z.B. die Zeitkosten,1

ˆ Die externen Kosten werden auch von den Nichtverursachenden getragen: Er-
halt der Stra�eninfrastruktur (abz•uglich Kfz- und Minera l•olsteuer), Unfallkosten
(abz•uglich Kfz-Versicherungskosten), L•arm, Fl•achenbeanspruchung, Emission/Beitrag
zum Treibhause�ekt).

Verst•andnisfrage:
Nehmen Sie an, dass im Mittel jede Person t•aglich nur 10 Minuten auf •OV-
Anbindungen wartet bzw. im Stau steckt und das man jede Stunde Wartezeit
im Mittel mit 10 e verrechnet. Sch•atzen Sie die durch diese Wartezeiten
resultierenden j•ahrlichen Verkehrskosten in Deutschland ab!

1Da die eigene Kfz-Fahrt i.d.R. auch zu l•angeren Zeiten bei anderen Verkehrsteilnehmern f•uhren kann,
kann man einen Teil der Zeitkosten auch als extern betrachten, zumindest, wenn man \externe
Kosten" weiter auslegt als alle Kosten, die man nicht unmittel bar selbst bezahlen muss. Bei starken
Verkehrsbeeintr•achtigungen kann dieser Anteil durchaus die Verl•angerung der eigenen Reisezeit deut-
lich •ubersteigen, wie in einer Aufgabe im Abschnitt \Verke hrsumlegung" gezeigt wird.
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

2.1.2. Prognose vs. Szenarien

Meist werden im Prognoseschritt der Verkehrsplanung verschiedeneSzenarien unter-
sucht. Ein Szenarium kann als einebedingte Prognoseaufgefasst werden, falls ver-
schiedene Umst•ande eintre�en, welche man nicht im Rahmen der Planungsuntersuchung
prognostizieren will bzw. welche man nicht seri•os prognostizieren kann. Dies ist analog
zu bedingten Prognosen des Klimas, welche z.B. in Form verschiedener Szenarien von
IPCC herausgegeben werden.

Als Beispiel sei hier die Verkehrsplanung f•ur das Projekt \Waldschl•osschenbr•ucke"
(vgl. Abb. 2.1) erw•ahnt: Es gibt hier zwei Szenarien:

ˆ Prognose \Verkehr im Jahre 2015" ohne Waldschl•osschenbr•ucke (Szenario 1),

ˆ \Verkehr im Jahre 2015" mit Waldschl•osschenbr•ucke (Szenario 2).

In Abbildung 2.1 ist das aus den beiden Szenarien hergeleitete \Di�erenznetz" dargestellt,
d.h. die prognostizierte t•agliche Verkehrsbelastung (DTV, durchschnittlicher t•aglicher
Verkehr ) mit Br•ucke abz•uglich der DTV ohne Br•ucke. Bei Gro�proje kten mit langfristi-
gen Auswirkungen wie dem der Waldschl•osschenbr•ucke mussman bei der Prognose nicht
nur den infrastrukturellen Aspekt (Br•ucke samt Zufahrtss tra�en oder keine Br•ucke), son-
dern auch die durch die Entwicklung der Altersstruktur sich ver•andernde Raumstruktur.

Neben der Verkehrsplanung gibt es weitere Verfahren, bei denen Planung und Model-
lierung von Verkehr eine Rolle spielt:

ˆ Die Transportplanung als Teilgebiet der Logistik unterscheidet sich von der
Verkehrsplanung durch ihren Zweck: G•uterstr•ome einer bestimmten Firma sollen
optimiert werden; der Verkehr spielt nur als (meist st•orende) Randbedingung eine
Rolle,

ˆ Die Verkehrs
ussmodellierung untersucht die Verkehrsdynamik auf viel kleineren
Zeitskalen als die Verkehrsplanung (vgl. Abb. 2.2): Dabei wird entweder der
Verkehr in Analogie zu hydrodynamischen Str•omen beschrieben oder direkt die Dy-
namik einzelner Fahrzeuge beschrieben. Die Zeitskalen reichen von 1 s (Reaktion-
szeit, Folgezeit) •uber Bruchteile von Minuten (Beschleunigungs- und Abbremsvorg•ange)
bis zu einer oder mehrerer Minuten (Ampelphasen in der Stadt; Stop-and-Go
Verkehr auf der Autobahn, Stauausbreitung). Die kleinste Zeiteinheit der Verkehrs-
planung ist hingegen meist eine Stunde. Diese Einheit ist durch die Tagesgan-
glinien de�niert, welche in Abschnitt 3.6 erl•autert werden. In den meisten Berech-
nungsschritten der Verkehrsplanung ist die Standard-Zeiteinheit sogar ein ganzer
Tag.

2.2. Planungsgebiet und Bezirke

Da man nicht die ganze Welt modellieren kann, das Planungsgebiet aber einschlie�lich
des Kontakts mit der \Au�enwelt" hinreichend genau modelli ert werden soll, umgibt man

23



2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Figure 2.1.: Szenarien (bedingte Prognosen) des Verkehr inDresden im Jahre 2015 mit
und ohne die geplante Waldschl•o�chenbr•ucke. Die Zahlen geben die Dif-
ferenz (\Mit"-Fall abz•uglich \Ohne"-Fall) der t•aglich d ie jeweilige Strecke
in beide Richtungen passierenden Fahrzeuge (durchschnittlicher t•aglicher
Verkehr, DTV) an.
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Figure 2.3.: Untersuchungs- und Planungsgebiet mit einzelnen Verkehrsbezirken und
Verkehrsarten bez•uglich der Abgrenzung des Untersuchungsgebietes.

das eigentlichePlanungsgebiet (PG) mit einem gr•ober modellierten Umland (UML),
an welches die Au�enwelt angrenzt und welche zusammen auch als Untersuchungsge-
biet bezeichnet werden (Abb. 2.3).

Sowohl das Planungsgebiet als auch das Umland sind in einzelne Verkehrsbezirke
aufgeteilt, im Planungsgebiet feiner und im Umland gr•ober. Der Kontakt des Unter-
suchungsgebietes mit der Au�enwelt, also der ein- und aus
ie�enden Verkehr an allen
wichtigen Ausfallstra�en, wird durch weitere \�ktive Pf•o rtnerverkehrsbezirke", sog. Ko-
rdonbezirke modelliert. Die Kordonbezirke sind \�ktive" oder \virtuel le" Bezirke, da
die diesen Bezirken zugeordnete Raumstruktur keiner realen entspricht, sondern vielmehr
so gew•ahlt wird, dass der erzeugte Verkehr im Tagesgang denQuerschnitssmessungen
entspricht, die an den Ausfallstrecken m•oglichst vorliegen sollten. Bei der De�nition und
Auswahl der Bezirke geht man gem•a� folgenden Kriterien vor:

ˆ Die Gr•o�e h•angt von der Art der Untersuchung ab und wird nac h oben dadurch
begrenzt, dass innerbezirklicher Verkehr i.A. sehr ungenau oder gar nicht abge-
bildet werden kann (z.B. bei der Umlegung). Damit sind Stadtteile auch bei
sehr weitr•aumigen Untersuchungen (z.B. Planen einer neuen Autobahn oder eines
Stadtrings) i.A. zu gro�.

ˆ Strukturell m•oglichst homogen, z.B. sind ein Gewerbegebiet, eine Wohnsiedlung
oder ein innerst•adtisches Viertel geeignete Kandidaten.

ˆ Von den Bezirken m•ussen Raumstrukturdaten (s.u.) wie Zahl der Einwohner,
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Erwerbst•atige, Kinder, Zahl der Arbeitspl•atze, Schulen etc. verf•ugbar sein. Die
kleinste Gebietseinheit, bei der zumindest die Statistik der Bev•olkerungsstruktur
vorliegt (Einwohnerzahl, Alters- und Geschlechtsstruktur) sind sog. statistische
Bezirke , die n•achstgr•o�ere sind statistische Stadtteile (Abb. 2.4).

ˆ Idealerweise sind die Bezirke voneinander deutlich abgegrenzt, z.B. durch Fl•usse,
Bahnstrecken oder unbesiedelte Gebiete.

Bei der Bezirksgr•o�e bzw. der Zahl der Bezirke muss man abw•agen zwischen hinre-
ichender Genauigkeit und vertretbarem Aufwand:

ˆ Da der gesamteBinnenverkehr innerhalb der Bezirke in der Regel unter den Tisch
f•allt, sollte die Bezirksgr•o�e deutlich kleiner sein als die L•ange der meisten Wege,

ˆ Macht man die Bezirke aber zu klein, steigt der Aufwand immermehr an, w•ahrend
durch das dann notwendige Sch•atzen von fehlendem Datenmaterial die Genauigkeit
nicht weiter zunimmt.

Zu bemerken ist noch, dass f•ur statistische Bezirke i.A. nur die Personenstruktur, nicht
aber Strukturmerkmale wie z.B. die Zahl der Arbeitspl•atze bekannt sind. Diese sind
anhand von Ortskenntnis oder durch einfaches Herunterskalieren proportional zur Ein-
wohnerzahl zu sch•atzen. Generell f•uhrt jedoch eine feinere Bezirkseinteilung und die
damit notwendige Sch•atzung einiger Raumstrukturen, selbst im Falle eines blinden
Herunterskalierens anhand der Personenzahlen, zu besseren Ergebnissen als eine Vergr•o�erung
der Bezirkseinteilung auf Einheiten mit bekannter Raumstruktur.

2.3. Beschreibung der Raumstruktur

Nach der De�nition des Untersuchungsgebiets und der Verkehrsbezirke sind die eigentlichen
Eingangsgr•o�en der Verkehrsnachfragemodellierung die jedem Bezirk zugeordnetenRaum-
strukturdaten . Diese spalten sich auf in Bev•olkerungsmerkmale und Strukturmerk-
male.

ˆ Bev•olkerungsmerkmale sind die Einwohnerzahl und disaggregierte Untergrup-
pen davon wie Zahl der Erwerbst•atigen, Sch•uler, (Klein-)Kinder, Rentner. In sehr
detaillierten Modellen wird sogar die Altersstruktur ber•ucksichtigt.

ˆ Raumstrukturmerkmale beschreiben Anziehungspunkte von Verkehr, welcher
nicht die eigene Wohnung/das eigene Haus zum Ziel hat, z.B. Zahl der Arbeits-
und Schulpl•atze, Zahl der Pl•atze in Kindereinrichtungen, Unis (nach Zahl der
Studierenden quanti�ziert), Kneipen (nach Sitzplatzzahl quanti�ziert), Quadrat-
meterzahl an Einkaufs
•ache, geeignet quanti�zierte Freizeitm•oglichkeiten usw.
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Figure 2.4.: Statistische Stadtteile von Dresden. Im Allgemeinen ergeben mehrere statis-
tische Bezirke einen statistischen Stadtteil und mehrere statistische Stadt-
teile einen umgangssprachlichen Stadtteil (wie \Neustadt").
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

2.4. Beschreibung von Verkehrs
•ussen

2.4.1. Ortsver•anderungen und Wege

W•ahrend bei der hier vorgestellten Methodik der Verkehrsplanung der Verkehrsbezirk die
grundlegende Einheit der statischen Struktur (=Raumstruktur) ist, spielt die Ortsver•anderung
bzw. der Weg diese Rolle f•ur die Verkehrsstr•ome:

Eine Ortsver•anderung im Sinne der Verkehrsplanung ist jede Bewegung (von
Personen oder G•utern) zwischen einem Ausgangs- und einem unterschiedlichen
Zielpunkt, welche im •o�entlichen Verkehrsraum statt�nde t.

Ein Weg ist eine zweckgebundeneOrtsver•anderung, d.h. er dient dazu, um zwei
Aktivit•aten , z.B. Arbeiten, Wohnen oder Einkaufen, zu verbinden

Anmerkungen

ˆ Blo�es \Um den Block spazieren" stellt keinen Weg im Sinne obiger De�nition
dar, wohl aber eine Ortsver•anderung. Da Ortsver•anderungen aber unterschiedliche
Quellen und Ziele implizieren, wird bei Rundwegen wie dem obigen ein markantes
Zwischenziel als \Wendepunkt" de�niert und Rundwege damit durch zwei Ortsver•anderungen
beschrieben

ˆ Beide De�nitionen werden parallel verwendet werden. Beispielsweise verwendet die
`Dresdner Schule" in den Erhebungen im Rahmen desSystems relevanter Verkehrs-
befragungen(SrV) die Ortsver•anderung als elementare Einheit, w•ahrend die von
westdeutschen Instituten initiierte Untersuchungsreihe Mobilit•at in Deutschland
(MiD) auf der Weg-De�nition beruht.

ˆ Formal kann man beide De�nitionen konsistent machen, indemman Wendepunkte
und Platzhalter-Aktivit•aten de�niert, z.B. beim schon er w•ahnten \Weg um den
Block" eine Aktivit•at \Freizeitbesch•aftigung" am Wende punkt.

ˆ Sowohl Ortsver•anderungen als auch Wege k•onnen i.A. unterBenutzung mehrerer
Verkehrsmittel zur•uckgelegt werden. Zur Vereinfachung wird aber meist ein Verkehrsmit-
tel, n•amlich das haupts•achlich benutzte, zugeordnet.

ˆ Mit Fahrzeugen (Rad,Kfz, •OV) zur•uckgelegte Ortsver•anderungen/Wege werden auch
als Fahrten bezeichnet.

2.4.2. Weitere wichtige Begri�e

Die Ausgangspunkte (Quellen) und die Ziele von Ortsver•anderungen/Wegen/Fahrten
sind sogenannteAktivit•aten , welche man allgemein folgenderma�en de�nieren kann:
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Eine Aktivit•at ist eine Interaktion mit Menschen oder Umwelt bei gleichbleibenden
r•aumlichen Umfeld und sozialer Konstellation

Beispiele sind Wohnen (r•aumlichen Umfeld: zu Hause; soziale Konstellation: Die Fam-
ilie), Einkaufen (r•aumlichen Umfeld: Der Laden; soziale Konstellation: Personal und
andere Kunden), Arbeiten, Sport treiben, eine Kneipe/ein Kino besuchen usw.

Ber•ucksichtigt man in der engeren Auslegung von Ortsver•anderungen nur \Wege", also
zweckgebundeneOrtsver•anderungen, dann schr•ankt man konsistent dazu Aktivit•aten als
bedeutungsvolleInteraktionen ein.2.

Im Verlauf eines Tages f•uhrt man i.A. mehrere Aktivit•aten durch, die durch Wege/Ortsver•anderungen
verbunden werden. Dies bezeichnet man auch alsAktivit•atenkette bzw. Wegekette .

Jede Ortsver•anderung kann je nachZiel -Aktivit•at bzw. Wegezweck in unterschiedliche
Verkehrsarten eingeteilt werden, z.B. Berufsverkehr (Ziel: Arbeitsst•atte/Arbeiten),
Heimatverkehr (Ziel: Eigene Wohnung/eigenes Haus),Ausbildungsverkehr (Ziel:
Schule/Universit•at), Gesch•aftsverkehr (Wege im Rahmen der Berufsaus•ubung, welche
weder Berufs- noch Heimatverkehr sind), Einkaufsverkehr , Freizeitverkehr , und
Urlaubsverkehr .

Eine alternative Einteilung in sog. Quelle-Ziel-Gruppen behandelt die Quell- und
Ziel-Aktivit•aten gleichberechtigt, d.h. neben dem Ziel i st auch die Quelle wichtig.
Beispielsweise wird der Berufsverkehr weiter aufgeteilt in die Kategorien \Wohnen-
Arbeit", \Einkaufen-Arbeit" und \Sonstiges-Arbeit" und d er Heimatverkehr in \Arbeit-
Wohnen", \Einkaufen-Wohnen" usw. Dabei werden weniger wichtige bzw. seltene
Quelle-Ziel-Kombinationen jeweils zu \Sonstiges" zusammengefasst. Diese Einteilung
wird in Abschnitt 3.3 ausf•uhrlich behandelt.

Jede Ortsver•anderung kann man unabh•angig von bzw. zus•atzlich zu den obigen Ein-
teilungen auch als Funktion der Abgrenzung des Untersuchungsgebietes einer der fol-
gende vier Verkehrsarten zugeordnen (vgl. Abb. 2.3):Binnenverkehr , Quellverkehr ,
Zielverkehr und Durchgangsverkehr .

Schlie�lich kann man den Verkehr auch zeitlich aufgliedern, z.B. in Werktagsverkehr,
Samstagsverkehr und Sonntagsverkehr. F•ur die Verkehrsplanung ist au�erdem die Aufs-
paltung der •ublicherweise auf einen (Werk-)tag bezogenenVerkehrsstr•ome in Stundenan-
teile, den sog. Zeitscheiben , wichtig, welche zusammen die sog. Tagesganglinie
bilden. Idealerweise disaggregiert man zuvor den Verkehr gem•a� den Ziel-Aktivit•aten-
bzw. Quelle-Ziel-Gruppen, da jede Gruppe ihre charakteristische Tagesganglinie aufweist
(vgl. Abb. 2.5)

Schlie�lich ist zur Bewertung der Lagegunst bzw. Attraktiv it•at eines Standortes auch
noch das Umfeld wichtig, welches innerhalb einer gegebenenmaximalen Reisezeit er-
reichbar ist. Dieses Umfeld bzw. Gebiet wird durch dieIsochronen begrenzt. Die

2Hier ist eine gewisse Willk•ur nicht zu vermeiden. Formal kan n man auch eigentlich ziellosen
Ortsver•anderungen wie das schon erw•ahnte \Um den Block geh en" eine Aktivit•at verpassen, z.B. \Am
Wendepunkt 10 Sekunden in die Luft gucken". Noch schwieriger w ird es bei Ortsver•anderungen, bei
denen \der Weg das Ziel" ist, z.B. einer abendlichen Rad-Run dtour aus Trainingszwecken. Hier sind
Wege/Ortsver•anderungen und Aktivit•at identisch, wo doch ei gentlich die ersteren letztere verbinden
sollen!
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Figure 2.5.: Tagesganglinien f•ur verschiedene Ziel-Aktivit•aten aus der SrV-
Verkehrserhebung (System relevanter Verkehrserhebungen, 2003)

Isochronen h•angen dabei vom Standort, vom Verkehrssystemund (vor allem bei •OPNV)
auch explizit von der Zeit ab (vgl. Abb. 2.6)

2.5. Methodologisches Vorgehen der TVPL

Das Vorgehen erfolgt in den meisten F•allen nach dem klassischenVier-Schritte-Schema
Erzeugung - Verteilung - Aufteilung - Umlegung (vgl. Abb. 2.7):

ˆ Die Erzeugung (engl: Trip generation ) ben•otigt als Eingabegr•o�en die Bezirk-
seinteilung samt zugeordneter Raumstruktur und ergibt f•ur jeden Bezirk i die
QuellsummenQ(g)

i und ZielsummenZ (g)
i , also die insgesamt von den Bezirken aus-

gehenden bzw. ein
ie�enden Verkehrsstr•ome, ggf. getrennt nach Ziel-Aktivit•aten
oder Quelle-Ziel-Gruppeng.

ˆ Die Verteilung (engl: Trip distribution ) : bestimmt zu jeder (durch Q(g)
i

beschriebenen) Quelle die zugeh•origen Ziele und zu jedem (durch Z (g)
i beschriebe-

nen Ziel die QuellenV (g)
ij , ergibt also die durch die Verkehrsstrommatrix beschriebe-

nen Wege/Ortsver•anderungen.

ˆ In der Aufteilung: (engl: Modal split ) werden jedem durchVij de�nierten
Weg von Bezirk i nach Bezirk j die Verkehrsmittelanteile (\Modi") zugeordnet,
man erh•alt also Verkehrsstr•ome Vijk von i nach j mit Verkehrsmittel k (z.B.

Kfz,Rad, •OPNV, zu Fu�): V (g)
ijk .
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Figure 2.6.: Isochronen mit Ausgangspunkt Dresden-Postplatz unter Ber•ucksichtigung
der •OPNV-Fahrpl•ane (Sommer 2006) und der Fu�wege. Das linke Bild
ist f•ur 15:02 und das rechte f•ur 20:50. Es gibt auch einen einen
Film f•ur den Zeitraum zwischen 0 h und 12 h. (Ersteller von Bild und

Video: Matthias M•uller; Wiedergabe mit freundlicher Genehmigung)

ˆ In der Umlegung: (engl: Network assignment ) wird schlie�lich f•ur jeden
Weg und jedes Verkehrsmittel in Abh•angigkeit der Zeit (Zeitscheibet) eine Route
im Streckennetzwerk gesucht, was letztendlich zu einer Verkehrsbelastung oder
\Belegung" M l (t) des Elementsl in Zeitscheibe t f•uhrt. Die Streckenbelastung
kann z.B. in Fahrzeuge pro Stunde auf dem Streckenabschnittl angegeben werden
(siehe Abb. 2.1) oder im Falle des •o�entlichen Verkehrs alsZahl der •OV-Passagiere
in dieser Stunde auf Abschnitt l zwischen zwei Haltestellen. Im Falle des meist
wichtigsten Modus, des Kfz-Verkehrs, kann man die Belegungletztendlich durch
Querschnittsdetektoren (Fahrzeugz•ahlung) messen und die Modelle damit kalibri-
eren.

Zu beachten ist die doppelte R•uckkopplung: Zun•achst h•angt der (zeitlich) k•urzeste Weg,
also die Routenwahl f•ur ein gegebenes Verkehrsstrommatrixelement, von der aktuellen
Verkehrsbelastung ab, so dass man innerhalb eines Umlegungsschrittes iterieren muss
(innere R•uckkopplungsschleife). Des Weiteren h•angen auch die Wege selbst, also die
Verteilungs- und Aufteilungsschritte, vom Streckennetz und seiner Belastung ab, so dass
das Umlegungsergebnis auch auf die Verteilung r•uckkoppelt (•au�ere R•uckkopplungsschleife).
Diese R•uckkopplungen sind in Abb. 2.7 durch roten Pfeile gekennzeichnet.

Schlie�lich sind Verteilung und Aufteilung in dem Sinne aneinander gekoppelt, dass
man f•ur die Verteilungsrechnung eigentlich das Ergebnis der Aufteilung und umgekehrt
ben•otigt. Dieses Problem wird durch die simultane Ver- und Aufteilung gel•ost.

Der ersten Schritte dieses 4-Stufen-Verfahrens (Verkehrserzeugung) beschreibt die
Nachfragemodellierung , w•ahrend in den nachfolgenden Schritten die Nachfrage (Verkehrsstrom-
matrix, Streckenbelastung) an das Angebot (die durch Stra�en, Gehwege und das•OV-
Angebot charakterisierte Infrastruktur) angepasst wird. Dabei ist, wie in der sonstigen
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Figure 2.7.: Die 4 Schritte des klassischen Prozesses der Verkehrsplanung.

Wirtschaft, die Nachfrage vom Angebot abh•angig, was z.B. die Problematik des in-
duzierten Verkehrs zur Folge hat.

Das Beispiel in Abb. 2.8 soll verdeutlichen, dass das Ergebnis einer geplanten verkehrlichen
Ma�nahme v•ollig gegenintuitiv sein kann, aber mit den Mitt eln der Verkehrsplanung
prognostiziert werden kann, so dass teure Fehlplanungen vermieden werden k•onnen.
Man k•onnte z.B. auf die Idee kommen, die in dieser Abbildungdargestellte Verkehrssit-
uation mit einer hohe Nachfrage von Bezirk bzw. KnotenpunktA nach B, welche bisher
nur •uber die Routen 1 und 2 befriedigt werden kann, durch denBau einer dritten Br•ucke
(gestrichelt) zu verbessern. Nicht in allen F•allen w•are dies eine gute Entscheidung. Im
Extremfall tritt sogar das Paradoxon auf, dass die Verkehrssituation durch die neue
Br•ucke verschlimmert wird, so dass deren Bau de�nitiv keine sinnvolle Ma�nahme w•are.
In jedem Fall erlaubt die Verkehrsplanung eine quantitative Beurteilung des Nutzens
und damit eine seri•ose Kosten-Nutzen-Analyse.

2.6. Einige Gedanken zur mathematischen Modellierung

Pantha rhei (alles 
ie�t)
Heraklit

Ein Grundprinzip der mathematischen Modellierung ist es, Modellparameter von den
Input-Daten zu unterscheiden. Dabei handelt es sich um zweimethodologisch v•ollig
unterschiedlichen Kategorien von Informationen:3

ˆ Modellparameter, bei Modellen der Verkehrsplanung auchMobilit•atsparameter

3 Im Kontext von Naturwissenschaften entspricht die erste Kateg orie den \Naturkonstanten", die zweite
Kategorie den \Anfangsbedingungen".
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R. K•olbl and D. Helbing (2003), New Journal of Physics 5, 48.1-48.12.) In
anderen L•andern wird ein leichter Anstieg des t•aglichen Reisezeitbudgets
beobachtet.
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die verschiedene Verkehrsmodik. Die Kurven sind f•ur jedes Verkehrsmit-
tel auf den jeweiligen Erwartungswert skaliert (vgl. Abb. 2.9), mit z.B.
E (� )Fu� � 40 min und E (� )Kfz = 75 min. (Nach R. K•olbl and D. Helbing
(2003), New Journal of Physics 5, 48.1-48.12.)

oder Kennwerte genannt, charakterisieren dasallgemeine Verhalten des Unter-
suchungsgegenstandes. Bei Verkehrsplanungsmodellen beschreiben sie dasallge-
meine Mobilit•atsverhalten, z.B. H•au�gkeit bestimmter Fahrten pro Bezugsper-
sonenzahl und Zeiteinheit, mittlere Reisezeiten, oder dierelative Pr•aferenz ver-
schiedener Verkehrsmittel. Mobilit•atsparameter sollten weitgehend unabh•angig
von der Gr•o�e und Auspr•agung des konkret zu untersuchenden Systems sein,
g•unstigstenfalls auch •uber Jahrzehnte nahezu konstant.

Um diesen Ziel noch n•aher zu kommen, wird in vielen Ans•atzen, z.B. im in den
folgenden Kapiteln besprochenen Kennwertmodell, der Verkehrsstrom in bez•uglich
Umfang, Reiseweite und Zeitcharakteristik m•oglichst verhaltenshomogene Nutzer-
gruppendisaggregiert, z.B. in die in folgendem Abschnitt zu besprechendenQuelle-
Ziel-Gruppen.

ˆ Input-Daten beschreiben diespeziellen Eigenschaften des konkret zu untersuchen-
den Systems. Im Verkehrsplanungs-Kontext sind dies z.B. Gr•o�e und Struktur des
Untersuchungsgebietes, z.B.Bev•olkerungsmerkmale wie Einwohnerzahl, Zahl
der Erwerbst•atigen, Kinderanzahl etc, aber auch Strukturmerkmale wie Zahl
der Arbeits- und Schulpl•atze, Zahl der Kneipen, Quadratmeterzahl an Einkaufs
•achesowie,
und schlie�lich das konkret vorhandene Verkehrsnetz

Abb. 2.9 zeigt, dass z.B. die t•aglichen Reisezeiten� •uber Jahrzehnte weitgehend konstant
sind. Die Abbildung gilt f•ur England, wo keinerlei signi�k ante •Anderungen festzustellen
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

sind. In den meisten anderen L•andern wurde ein Anstieg zwischen 0.1 % pro Jahr und
0.5% pro Jahr festgestellt4, was jedoch weitaus \konstanter" ist als etwa die mittlere
Reiseweite bzw. Geschwindigkeit, deren relative Anstiegsraten etwa das Zehnfache be-
tragen. Selbst vor einem Jahrhundert (!) war die mittlere Reisezeit in den USA (etwa
60 Minuten, nahezu ausschlie�lich zu Fu�) vergleichbar mit der heutigen (etwa 80-90
Minuten). W•ahrend die Frage eines konstanten Reisezeitbudgets mitunter kontrovers
diskutiert wird, ist sie doch als Mobilit•atsparameter f•u r die im Folgenden zu besprechen-
den Modelle der Verkehrsplanung zweifellos geeigneter alsdie Reiseweite, vor allem, wenn
man sie in Abh•angigkeit von verschiedenen Personengruppen (z.B. Berufst•atige/Rentner,
Besitzer und Nichtbesitzer von Kfz) de�niert. Sie macht z.B. die Aussage, dass die
Verkehrsleistung deutlich zunehmen wird, wenn der Flugverkehr an Bedeutung gewinnt.

Eine weitere zeitlich nahezu konstante Gr•o�e und damit ein guter Mobilit•atsparameter
ist die Mobilit•atsrate (globales spezi�sches Verkehrsaufkommen), welche je nachPer-
sonengruppe 3 bis 4 Wege/Tag betr•agt. Damit sind auch die Zeiten pro Weg nur
schwach verkehrsmittel- und zeitabh•angig. Die Verteilung der Reisezeiten gehorcht
ebenfalls einer weitgehend universellen Funktion (Abb. 2.10), was Parameter f•ur eine
Reisezeitverteilung (insbesondere in Logit-artigen Modellen) ebenfalls zu wichtigen Mo-
bilit•atsparametern macht.

Eine noch universellere Gr•o�e als die Reisezeit pro Fahrt oder die t•agliche Reisezeit
w•are der Aufwand, gemessen in Einheiten des physiologischen Energiebedarfs. Diese
ist, wie eine Untersuchung von Helbing und K•olbl zeigt, f•ur alle Verkehrsmodi in etwa
gleich. Da z.B. Radfahren anstrengender ist als Bahnfahren, entspricht das der Tatsache,
das mit dem Rad zur•uckgelegte Wege tendenziell zeitlich k•urzer sind als •OV-Wege (vgl.
Abb. 2.10). Da der \Energieaufwand" aber nicht das Kriteriu m der leichten Messbarkeit
erf•ullt und au�erdem eher unanschaulich ist, ist dennoch die Reisezeit die geeignetste
Gr•o�e, um den Aufwand zu beschreiben.

Verst•andnisfrage:
Warum ist die Reiseweite (in km) kein g•unstiger Mobilit•atsparameter?
Unter welchen Umst•anden sind Tagesganglinien, die den Zeitverlauf
des Verkehrsnachfrage innerhalb eines Tages beschreiben,sinnvolle Mo-
bilit•atsparameter? Welcher der drei m•oglichen Mobilit•atsparameter ist i.d.R.
am aussagekr•aftigen: (i) Zahl der Einkaufsfahrten pro Person und Tag; (ii)
Zahl der Einkaufsfahrten pro Laden; (iii) Zahl der Einkaufsfahrten pro m2

Laden
•ache?

Verst•andnisfrage:
Was w•are bei strikter G•ultigkeit eines konstanten Reisezeitbudgets die Konse-
quenz einer Zunahme von Verkehrsstaus: (i) steigender Kraftsto�verbrauch,
(ii) konstanter Kraftsto�verbrauch, oder (iii) sinkender Kraftsto�verbrauch?

4Beispielsweise im Rahmen der Verkehrserhebung SrV
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2. Allgemeines zur Verkehrsplanung

Nur dadurch, dass man von der konkret zu simulierenden Situation weitgehend un-
abh•angige Gr•o�en \herauskristallisiert", erh•alt man e in Modell mit pr•adiktivem Wert:
Will man z.B. den Verkehr nach Neubau eines Gewerbegebietesprognostizieren, wendet
man das Modell mit denselben Mobilit•atsparametern an, die die gegenw•artige Situa-
tion am besten beschreiben. Diese Parameterwerte werden einmalig durch Vergleich der
Modellaussagen mit der beobachteten Wirklichkeit, der sog. Kalibrierung , ermittelt.
Das neue Szenario wird einzig und allein durch ge•anderte Input-Daten bei konstanten
Mobilit•atsparametern beschrieben.

Grundsatz der mathematischen Modellierung: Trenne die Input-Daten von
den Modellparametern. Die Modellparameter sollten m•oglichst konstant und die
Input-Daten m•oglichst gut messbar oder ermittelbar sein!
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3.1. Allgemeines

Das Ziel der Verkehrserzeugung ist die Bestimmung der von jedem Verkehrsbezirk
ausgehenden Verkehrsstr•ome, derQuellsumme Qi und der zu jedem Bezirk hinge-
henden Verkehrsstr•ome, derZielsumme Z j , gemessen in Wegen pro Bezugszeitraum,
•ublicherweise Wegen pro Tag. Bei der Quellsumme ist es dabei irrelevant, wo die
Fahrten hingehen, w•ahrend bei der Zielsumme die Herkunft nicht interessiert. Diese
Verkehrsstrommatrix Vij von i nach j , welche die Quellen im Bezirki mit den Zielen
im Bezirk j verkn•upft, wird erst im n•achsten Planungsschritt der Verkehrsverteilung
ermittelt.

3.2. Kennwertmodell der Erzeugung

Bei einem Kennwertmodell werden die in Abschnitt 2.6 diskutierten grunds•atzlichen
•Uberlegungen konsequent angewandt, d.h. die Nachfrage in verhaltenshomogene Schichten
disaggregiert und damit die Modellierung nach System- bzw. Input-Daten und Mo-
bilit•atsparametern (\Kennwerte") unterschieden.

Die Input- bzw. Systemdaten der Erzeugung sind dieRaumstrukturdaten (vgl.
Abb. 3.2), welche sich je nach Bezirk stark unterscheiden k•onnen. Zwischen den Raum-
strukturdaten und dem Verkehrs
uss vermitteln die Mobilit•atsparameter , im hier
vorgestellten Modell auchKennwerte genannt. Sie beschreiben das allgemeine quell -
und zielseitige Mobilit•atsverhalten, weitgehend unabh•angig vom konkreten Bezirk. Diese
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Figure 3.1.: Die Verkehrserzeugung bestimmt die Quell- und Zielsummen der
verkehrsstrommatrix.

Unabh•angigkeit wird in drei Stufen erreicht:

1. Unabh•angigkeit von der Gr•o�e der Bezirke . Dies wird durch die De�nition
der Mobilit•atsparameter als spezi�sche Gr•o�en de�niert, z.B. als Fahrten pro
Bezugszeitraum (meist ein Werktag) und pro Person erreicht.

2. Unabh•angigkeit von der Struktur der Bezirke . Nun hat aber ein weitge-
hend von Rentnern bewohnter Bezirk auch bei gleicher Einwohnerzahl ein bez•uglich
Zeitverlauf und Umfang anderes Mobilit•atsverhalten als ein vorwiegend von Ar-
beitern bewohnter Bezirk, ein Wohnbezirk eine andere Verkehrscharakteristik als
ein Industriebezirk. Au�erdem ist der Verkehr an Wochenenden von dem an Ar-
beitstagen grundlegend verschieden. Um bei der De�nition der Kennwerte auch
noch weitgehend unabh•angig von derStruktur der Bezirke zu werden, teilt man
die Verkehrsstr•ome in elementare und bez•uglich des Mobilit•atsverhaltens verhal-
tenshomogeneTeilmengen oderSchichtenauf. Dies kann auf zwei Arten geschehen:

ˆ Disaggregierung der Wegekategorien nach denZiel-Aktivit•aten , z.B. wird
ein \Arbeitsweg" (Weg zur Arbeit) von einem \Einkaufsweg", einem \Weg
nach Hause" und \sonstigen Wegen" (z.B. um am Zielort Sport zu treiben
oder ins Kino zu gehen) unterschieden.

ˆ Disaggregierung nach sogenanntenQuelle-Ziel-Gruppen (QZG). Hierbei
werden die Aktivit•aten am Ausgangs- und am Zielort symmetrisch behan-
delt, w•ahrend bei der erw•ahnten Disaggregierung nach (Ziel-)aktivit•aten die
Herkunft unber•ucksichtigt bleibt.

Generell kann man bei gleicher Datenanforderung den verkehr mit Quelle-Ziel-
Gruppen genauer modellieren, so dass dieser Ansatz im Weiteren verfolgt wird.
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3. Verkehrserzeugung

Bezirk 1

Bezirk 3

Bezirk 2

Figure 3.2.: Grundlage des Kennwertmodells der Verkehrsplanung sind Verkehrsbezirke
und zugeordnete Raumstrukturdaten in zwei Kategorien: Personengruppen
wie Zahl der Einwohner, Sch•uler etc. und Strukturmerkmale wie Zahl der
Arbeitspl•atze und Angebot an Einkaufsm•oglichkeiten, z.B. in m2. Damit
werden z.B. Wohnbezirke (Bezirk 1, die Gr•o�e der Symbole deutet die rel-
ative Bedeutung der entsprechenden Raumstruktur an), Gewerbegebiete
(Bezirk 2) und Mischgebiete (Bezirk 3) unterschieden.

3. Unabh•angigkeit von der Zeit Mit den QZG wird es auch m•oglich, den unter-
schiedlichenzeitliche Verlauf der Verkehrsnachfrage der verschiedenen Schichten
bzw. QZG durch sog. Tagesganglinien (TGL) zu modellieren, siehe den Ab-
schnitt 3.6. Damit kann z.B. eine Rush-hour von sonstigen Zeiten und auch die
unterschiedlichen Verkehrsrichtungen des Verkehrs in denVormittags- und Nach-
mittagsstunden detailliert beschrieben werden. Dies ist ein wesentlicher Grund
daf•ur, dass eine Disaggregierung in QZG wesentlich sch•arfere Aussagen erlaubt.

Mit der De�nition der Quelle-Ziel-Gruppen l•asst sich nun d as Ziel der Verkehrserzeugung
mit dem Kennwertmodell angeben:

Verkehrserzeugung mit dem Kennwertmodell: Bestimme in allen Bezirkeni
und f•ur alle Quelle-Zielgruppen g die QuellsummenQg

i und ZielsummenZ g
i anhand

der Raumstrukturdaten und Mobilit•atsparameter (Kennwer te).

In den folgenden Unterabschnitten 3.3 - 3.6 werden die gerade eingef•uhrten Begri�e
de�niert und n•aher erl•autert.
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3. Verkehrserzeugung

5er Wohnung Arbeit Sonstiges

Wohnung - WA WS
Arbeit AW - SS
Sonstiges SW SS -

Table 3.1.: 5er Einteilung in Quelle-Ziel-Gruppen

3.3. Quelle-Ziel-Gruppen

Ebenso wie die Auswahl der Verkehrsbezirke gilt es bei der De�nition der QZG-Einteilung
sowohl konzeptionelle als auch pragmatische Kriterien zu beachten:

ˆ Die QZG sollen m•oglichst verhaltenshomogen sein, z.B. bez•uglich Tagesverlauf der
Nachfrage, Wegezahl und Reisezeit pro Weg. Dies ist das wichtigste Kriterium,
welches das Konzept der QZG •uberhaupt erst motiviert.

ˆ Die zur QZG geh•orige Bezugspersonenanzahl und Informationen zu den jeweiligen
Strukturmerkmale m•ussen (z.B. von beh•ordlicher Seite aus) verf•ugbar sein.

ˆ Der Anteil am Gesamtverkehr sollte nicht zu klein sein. Sonst lohnt sich einerseits
die Analyse nicht, andererseits lasen sich die zu solchen QZG geh•origen Kennwerte
empirisch schwer ermitteln.

Die Tabellen 3.1 und 3.2 zeigen zwei h•au�g verwendete QZG-Einteilungen. F•ur detail-
liertere Untersuchungen werden bei entsprechender Datenlage auch feinere Einteilun-
gen eingesetzt, z.B. eine 19er QZG-Einteilung mit zus•atzlichen QZG wie \Wohnen-
Uni", \Wohnen-Freizeit" oder \Arbeiten-Diensterledigun g" und entsprechenden QZG
f•ur die entgegengesetzten Str•ome. Um das Kriterium des nicht zu kleinen Anteils am
Gesamtverkehr zu erf•ullen, werden teilweise mehrere Matrixelemente der Tabellen (z.B.
EB, Einkauf-Bildung) zu einer summarischen QZG (AS, SA oderSS) zusammengefasst.
Prinzipiell werden

ˆ Fahrten von und zur Wohnung immer detailliert betrachtet,

ˆ bei Fahrten von und zur Arbeit nur \Wohnen" oder \Sonstiges" (bzw. in der
F•unfer-Einteilung nur \Sonstiges") unterschieden,

ˆ alle Fahrten, welche weder Wohnung noch Arbeit als Quelle oder Ziel haben, zu
\SS" zusammengefasst.

Zu jeder Quelle-Ziel-Gruppe geh•oren Bezugspersonengruppen , die eine Unter-
menge der Einwohner darstellen, sowieStrukturmerkmale , die solche Fahrten erst
induzieren. Hat man z.B. eine QZG \Wohnen-Arbeit" (WA), so i st dies nur f•ur Er-
werbst•atige relevant, welche f•ur WA daher die Bezugspersonengruppe darstellen. Erzeugt
werden WA-Wege durch Arbeitspl•atze, welche daher das zur QZG \WA" geh•origes
nat•urliches Strukturmerkmal darstellen. Eine •Ubersicht gibt Tabelle 3.3.
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Bezirk 2

Bezirk 3

Anteil 1-u

Anteil 1-v

Bezirk 1

Anteil 1-v

Figure 3.3.: Bei der Erzeugung interessieren nur die SummenQg
i und Z g

i der Quell-
bzw. Zielstr•ome von bzw. aus Bezirk i , allerdings beim Kennwertmod-
ell disaggregiert in verschiedene Quelle-Ziel-Gruppen (QZG) g. Des Weit-
eren wird zwischen Binnenverkehr (Quellen und Ziele liegeninnerhalb des
Planungsgebietes) und externen Verkehr (Quelle, Ziel, oder beides liegen
au�erhalb) unterschieden. Nur die Binnenanteile (u f•ur den Heimatverkehr,
v f•ur von Struktureinheiten erzeugten Verkehr) gehen in die Quell- und
Zielsummen ein. Dargestellt sind f•ur Bezirk 1 (Wohngebiet) die Quellsum-
men aller von der Wohnung ausgehenden QZG (Typ 1, (blaue Pfeile) sowie
die Quellsummen aller von Arbeitspl•atzen ausgehenden QZG(rote Pfeile).
In Bezirk 3 (Gewerbe- und industriegebiet) sind die Zielsummen alle zu
Arbeitspl•atzen hinf•uhrenden QZG (rote Pfeile) gekennzeichnet. Je gr•o�er
die zur jeweiligen QZG geh•orige Personengruppe bzw. je bedeutender die
entsprechende Raumstruktur ist, desto gr•o�er sind bei konstanten spezi-
�schen Verkehrsaufkommen und Erzeugungsraten die entsprechenden Sum-
menstr•ome (Dicke der Pfeile).
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3. Verkehrserzeugung

13er Wohnung Arbeit Kinder Bildung Einkauf Sonstiges

Wohnung - WA WK WB WE WS
Arbeit AW - AS AS AS AS
Kinder KW SA - SS SS SS
Bildung BW SA SS - SS SS
Einkauf EW SA SS SS - SS
Sonstiges SW SA SS SS SS -

Table 3.2.: 13er Einteilung in Quelle-Ziel-Gruppen

Stehen die f•ur eine feinere QZG-Einteilung notwendigen Daten der enstprechenden
Strukturmerkmale, z.B. Kindertagesst•atten-Pl•atze, ni cht zur Verf•ugung, ist eine Auswer-
tung nicht m•oglich und es muss durch Zusammenfassung der entsprechenden QZG eine
gr•obere QZG-Einteilung verwendet werden.

Aufgabe: Zusammenfassung von Quelle-Ziel-Gruppen

Wie werden bei einer Zusammenfassung von der 13er-Einteilung der QZG in eine
F•unfer-Einteilung die entsprechenden Bezugspersonengruppen, Strukturmerkmale,
spezi�schen Verkehrsaufkommen und Erzeugungsraten zusammengefasst? Geben
Sie die neuen Gr•o�en in Abh•angigkeit der alten an. Ist eine Disaggregierung von
der F•unfer in eine 13er-Einteilung ebenso problemlos m•oglich?

3.4. Mobilit•atsparameter

Da die einzelnen QZG bez•uglich des Mobilit•atsverhaltensweitgehend homogene Anteile
am Verkehrs
uss darstellen, kann man sie durch Parameter oder Kennwerte beschreiben,
welche nur in engen Grenzen variieren. Die Kennwerte lassensich dabei zu zwei Kat-
egorien zusammenfassen, den auf die Bezugspersonengruppen bezogenenspezi�sches
Verkehrsaufkommen und den auf die Strukturmerkmale bezogenenErzeugungsraten .

3.4.1. Spezi�sches Verkehrsaufkommen

Das spezi�sche Verkehrsaufkommen � g gibt die mittlere Anzahl der von einer
Bezugsperson verursachten Wege in der Quelle-Ziel-Gruppeg im Bezugszeitraum
(•ublicherweise: ein Werktag) an.

Also z.B. � WA = Zahl der WA-Wege pro Erwerbst•atiger und Werktag, � WK = Zahl der
WK-Wege pro Kleinkind und Werktag. Da bei WK-Wegen meist auch die Eltern mitge-
hen (welchenicht zur Bezugspersonengruppe f•ur WK geh•oren!), ist� WK •ublicherweise
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Quelle-Ziel-
Gruppe
g

Bezugspersonen-
gruppe ng

i

Spezi�sches
Verkehrsaufkom-
men � g

Strukturmerkmal
Sg

i

Erzeu-
gungsrate
� g

WA Erwerbst•atige 0.7 Arbeitspl•atze 0.8

AW Erwerbst•atige 0.6 Arbeitspl•atze 0.7

WK Kleinkinder
1.2 (> 1 wg.
Eltern)

Kindergarten-
Pl•atze

2.0

KW Kleinkinder 1.0
Kindergarten-
Pl•atze

1.7

WB Sch•uler 1.1 Schulpl•atze 1.1

BW Sch•uler 1.0 Schulpl•atze 1.0

WE Einwohner 0.4 m2 Einkaufs
•ache 0.2/m2

EW Einwohner 0.5 m2 Einkaufs
•ache 0.25/m2

WS Einwohner 0.4
AP im terti•aren
Sektor

0.8

SW Einwohner 0.4
AP im terti•aren
Sektor

0.8

AS Erwerbst•atige 0.2
AP im terti•aren
Sektor

0.4

SA Erwerbst•atige 0.1
AP im terti•aren
Sektor

0.2

SS Einwohner 0.4
AP im terti•aren
Sektor

1.2

Table 3.3.: Die zu verschiedenen Quelle-Ziel-Gruppen geh•origen Bezugspersonen-
gruppen, Strukturmerkmale, spezi�sche Verkehrsaufkommen und Erzeu-
gungsraten. Ein Wert � WA = 0 :8 bedeutet z.B., dass pro Bezugstag (Werk-
tag!) und pro Bezugsperson (Erwerbst•atiger) im Mittel 0.8 WA-Fahrten
statt�nden. Da die Zuordnung teils nicht eindeutig ist (z.B . Laden
•ache
oder Besch•aftigtenzahl im terti•aren Sektor als Struktur merkmal bei \WE"
oder \EW", oder Kleinkinder bzw. Kleinkinder+Eltern als Be zugspersonen-
gruppe bei \WK" und \KW"), sollte man eine einmal gew•ahlte Z uordnung
konsequent beibehalten.
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gr•o�er als 1. Gehen z.B. 60% aller Kinder von der Wohnung direkt in die Kita, jew-
eils begleitet von einer Person, ergibt dies� WK = 0 :6 � 2 = 1:2 Bei Vollbelegung der
Kita-Pl•atze ergibt sich analog f•ur die Erzeugungsrate � WK = 1 :0 � 2 = 2 (vgl. Tabelle
3.3).

Verst•andnisfrage:
Warum ist es nicht so g•unstig, bei der QZG \WK" die Bezugspersonengruppe
als \Kinder+Eltern" zu de�nieren?

Verst•andnisfrage:
Warum ist � WA gr•o�er als � AW ?

3.4.2. Erzeugungsrate

Die Erzeugungsrate � g gibt die mittlere Anzahl der von einer Struktureinheit
verursachten Wege in der QZG g im Bezugszeitraum (•ublicherweise: ein Werktag)
an.

Also z.B. � WA = Zahl der WA-Wege pro Arbeitsplatz und Werktag, � WK = Zahl der
WK-Wege pro Kita-Platz und Werktag, � WE = Zahl der WE-Wege pro m2 Einkaufs
•ache
und Werktag. Man beachte, dass� g einheitenbehaftet sein kann wie im letzten Beispiel
(vgl. Tabelle 3.3)

Verst•andnisfrage:
Warum ist � WK gr•o�er als � WK ? Warum ist dies vor allem in Westdeutschland
im Vergleich zu Ostdeutschland so? Warum gilt bei den QZG WB und BW
hingegen� WB � � WB bzw. � BW � � BW ?

3.4.3. Empirische Ermitlung der Mobilit•atsparameter

Eine Aktivit•atenkette ist die Folge der \Aktivit•aten" w•ahrend eines Tages, z.B.

W ! K ! A ! E ! K ! W ! F ! W:

Der Vorteil der Aktivit•atenketten ist, dass man sie direkt (ohne dass man z.B. das
Konzept der Quelle-Ziel-Gruppe erkl•aren muss) in einer Umfrage erheben kann. Da
man jedoch jeder Aktivit•atenfolge (z.B. W ! K) eine Quelle-Ziel-Gruppe zuordnen
kann, eignen sich Aktivit•atenketten sehr gut zur empirischen Bestimmung der Mo-
bilit•atsparameter. F•allt eine Aktivit•at nicht in das Sc hema einer bestimmten QZG-
Einteilung (wie z.B. die Aktivit•at \F" (Freizeitaktivit• at), f•allt sie unter \Sonstiges".
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3. Verkehrserzeugung

Figure 3.4.: Beispiel von aggregierten Aktivit•atenketten

Verst•andnisfrage:
Ordnen Sie den Wegen obiger Aktivit•atenkette die Quelle-Ziel-Gruppen
bez•uglich der F•unfer und 13er-Einteilung zu!

Mittelt man die so erhaltenen H•au�gkeiten von Wegen in einer QZG •uber alle Befra-
gungsteilnehmer einer bestimmten Bezugspersonengruppe (vgl. Tabelle 3.3), erh•alt man
aggregierte Aktivit•atenketten wie in Abb. 3.4. Man kann au ch den Anteil der Wege, bei
der eine bestimmte Aktivit•at das Ziel oder die Quelle ist, auftragen (Abb. 3.5).

Aufgabe

Ermitteln Sie aus den aggregierten Aktivit•atenketten die spezi�schen
Verkehrsaufkommen � WA , � AW , � WE , � EW und � SS jeweils f•ur die 5er und
13er-Einteilung!

Verst•andnisfrage:
Kann man aus der Abb. der relativen H•au�gkeiten der Aktivit •aten und
einer als bekannt vorausgesetzten mittleren Gesamtwegezahl ohne zus•atzliche
Annahmen die spezi�schen Verkehrsaufkommen bestimmen?

3.5. Binnenanteile

Als weitere Gr•o�en, welche in ihrer Rolle zwischen Modell- und Systemparametern ste-
hen, gehen dieBinnenanteile des Heimatverkehrs ui und die Binnenanteile des
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3. Verkehrserzeugung

Figure 3.5.: Relative H•au�gkeiten von Aktivit•aten aus de r SrV-Verkehrserhebung (Sys-
tem relevanter Verkehrserhebungen, 2003)

von den Strukturmerkmalen erzeugten Verkehrs vi in die Erzeugungsrechnung
ein, vgl. Abb. 3.3. Die jeweiligen Binnenanteileui und vi gelten dabei sowohl f•ur Wege
von den Wohnungen bzw. Strukturmerkmalen als auch f•ur Wegezu Wohnungen bzw.
Strukturmerkmalen. Diese Anteile kann man durch entsprechend gro�e Untersuchungs-
gebiete sehr nahe an 1 heranbringen. Sie h•angen schwach vonden Bezirken ab.

Verst•andnisfrage:
In welchen Bezirken sind die Binnenanteile am kleinsten? Was muss man
machen, um exaktu = v = 1 f•ur alle Bezirke zu erhalten?

3.6. Tagesganglinien

Die Tagesganglinien geben die zeitliche Verteilung der Verkehrsstr•ome in Formvon
relativen H•au�gkeiten f•ur jede Zeitscheibe an. Eine Zeitscheibe entspricht meist einem
1-Stunden-Intervall, vgl. Abb. 3.6. In der Abbildung sieht man den Vorteil der Disag-
gregierung in QZG sehr deutlich, da z.B. die WA-Wege einen ganz anderen Zeitverlauf
haben als die AW-Wege. Wenn zudem die Strukturmerkmale unsymmetrisch verteilt
sind, ergibt dies auch im Gesamt
uss zu unterschiedlichen Tageszeiten unterschiedliche
Vorzugsrichtungen. Sind z.B. die Arbeitspl•atze in der Stadt und die Wohnungen haupts•achlich
im Umland, ergibt dies in den morgendlichen Stunden Verkehrhaups•achlich stadteinw•arts,
Abends stadtausw•arts. Diese f•ur viele Aspekte der Verkehrssteuerung und -planung (z.B.
Lichtsignalregelungen) sehr wichtige Tatsache k•onnte man ohne Quelle-Ziel-Gruppen
oder eine •ahnliche Disaggregierung gar nicht systematisch modellieren!
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Figure 3.6.: Tagesganglinien f•ur eine Auswahl von Quelle-Ziel-Gruppen.

Verst•andnisfrage:
Wie sieht hingegen der komplette Satz an System- bzw. Inputgr•o�en aus?

Bezirkseinteilung; f•ur jeden Bezirk die Zahlen aller Bezugspersonengruppen und S trukturmerkmale gem•a�

Tabelle 3.3

3.7. Durchf•uhrung der Verkehrserserzeugung mit dem
Kennwertmodell

Bei den Raumstrukturdaten gibt es Gr•o�en, welche sehr genau bekannt sind, wie die
Einwohnerzahl, und welche, die weniger gut bekannt sind bzw. bei denen die Ermittlung
der zugeordneten spezi�schen Verkehrsaufkommen nur ungenau m•oglich ist wie bei den
Arbeitspl•atze, Einkaufsm•oglichkeiten etc. Bei der Erzeugung entstehen aufgrund von
•Uberbestimmtheiten Inkonsistenzen, welche nat•urlich soaufgel•ost werden sollten, dass
die jeweils genauere Gr•o�e, i.d.R. das Heimatverkehrsaufkommen, unver•andert bleiben
sollte. Dadurch ergeben sich bei der Berechnung unterschiedliche Reihenfolgen, welche
zu drei Typen von QZG f•uhren:

ˆ Bei QZG vom Typ I ist der Beginn der Ortsver•anderung der Heimatstandort, z.B.
WA, WK oder WS.

ˆ Bei QZG vom Typ II ist das Ziel des Ortswechsels der Heimatstandort, z.B. AW,
KW oder SW. Zu jeder QZG vom Typ I gibt es eine korrespondierende vom Typ
II mit selber Bezugspersonengruppe und Strukturmerkmal(en).
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3. Verkehrserzeugung

ˆ Schlie�lich verbleibt i.A. eine einzige QZG vom Typ III (SS, \Sonstiges{Sonstiges"),
bei der weder der Beginn noch das Ziel der Ortsver•anderung der Heimatstandort
ist.1

3.7.1. Quelle-Ziel-Gruppen vom Typ I

Schritt 1: Heimatverkehr bzw. Quellsumme De�nition des spezi�schen Verkehrsaufkom-
mens und des Binnenanteils einsetzen (z.b.g = (WA)):

H g
i = Qg

i = ng
i � gui (3.1)

ˆ ng
i ist die Zahl der Bezugspersonen der QZGg (z.b. die Zahl der Erwerbst•atigen

f•ur WA) im Verkehrsbezirk i .

ˆ � g ist das spezi�sche Verkehrsaufkommen (h•angtnicht vom Bezirk i ab).

ˆ ui der Binnenverkehrsanteil bez•uglich Wegen von und nach demHeimatstandort
(dessen Bezirksabh•angigkeit lediglich schwach ist).

Schritt 2: Gesamtverkehr Summiert man •uber alle Bezirke des UG, erh•alt man f•ur
jede QZG g die Summe der t•aglichen Fahrten im gesamten UG,

V g =
X

i

H g
i =

X

i

Qg
i (3.2)

Schritt 3: Zielsumme Zun•achst wird, analog zu Schritt 1, die De�nition der Erzeu -
gungsrate eingesetzt, um die vorl•au�gen Zielsummen zu erhalten (Vorl•au�ge Gr•o�en
werden mit Tilden gekennzeichnet):

eZ g
j = Sg

j � gvj (3.3)

ˆ Sg
j ist die ma�gebliche Strukturgr•o�e der QZG g im Verkehrsbezirk j (z.b. Zahl

der Arbeitspl•atze f•ur g = WA).

ˆ � ist die Erzeugungsrate des entsprechenden Strukturmerkmals.

ˆ vj ist der Binnenverkehrsanteil des vom Strukturmerkmal erzeugten Verkehrs (sowohl
zu als auch von den Strukturmerkmalen)

Auch mit den Zielsummen kann man durch Summation •uber alle Bezirke die t•agliche
Gesamtzahl der Wege der jeweiligen QZG im UG errechnen:

eV g =
X

j

eZ g
j (3.4)

1Der Arbeitsplatz wird meist als \zweite Heimat" betrachtet , so dass die Wege AS und SA den QZG-
Typen I bzw. II zugeordnet werden.
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Nun kann der Gesamtverkehr, alsoalle Fahrten in der jeweiligen QZG, nat•urlich nur
einen Wert haben:

P
i Qg

i =
P

i Z g
i (bei der Summation sind die laufenden Indices egal,

man k•onnte auch j vewenden). Da der Heimatverkehr genauer bekannt ist als derdurch
die Strukturmerkmale erzeugte verkehr die Quellsummen unver•andert gelassen und die
Zielsummen aller Bezirke mit einem einheitlichen Faktor � multipliziert, Z j = � ~Z j , so
dass wieder gilt

V g =
X

j

Qg
j =

X

j

Z g
j = �

X

j

eZ g
j : (3.5)

Dies f•uhrt auf � = V g=eV g bzw. auf

Z g
j =

V g

eV g
eZ g

j : (3.6)

3.7.2. Quelle-Ziel-Gruppen vom Typ II

Da zu jeder QZG vom Typ I eine korrespondierende vom Typ II existiert, erh•alt man
die Rechnung f•ur Typ II aus der f•ur Typ I durch Vertauschen d er Quellen und der Ziele.
Die Berechnung des Heimatverkehrs und des Gesamtverkehrs ist f•ur beide QZG-Typen
formal identisch:

Schritt 1:Heimatverkehr- bzw. Zielsumme

H g
i = Z g

i = ng
i � gui (3.7)

Schritt 2: Gesamtverkehr
V g =

X

i

H g
i =

X

i

Z g
i (3.8)

Schritt 3: Quellverkehr

eQg
i = Sg

i � gvi ; (3.9)

eV g =
X

i

eQg
i ; (3.10)

Qg
i =

V g

eV g
eQg

i : (3.11)

3.7.3. Quelle-Ziel-Gruppen vom Typ III

Diese Quelle-Ziel-Gruppe weist gegen•uber den QZG vom Typ Iund II einige Besonder-
heiten auf:

ˆ Es gibt bei den verschiedenen QZG-Einteilungen (z.B. F•unfer oder 19er) nur eine
einzige QZG von diesem Typ, n•amlich \SS".

ˆ Die Wohnung ist weder Quelle noch Ziel. Damit sind i.A. weder Quell- noch
Zielverkehr gleich dem Heimatverkehrsaufkommen.
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Diese Unbestimmtheit wird ausgenutzt, um zus•atzlich zu den schon in den QZG vom Typ
I und II vorgenommenen Korrekturen mit dem Ziel einer r•aumlichen Geschlossenheit
des Binnenverkehrs auch die Bedingung desverkehrlich bzw. zeitlich geschlossenen
Zeitraums zu erf•ullen:

R•aumlichen Geschlossenheit bedeutet ja, dassf•ur jede QZG g getrennt die Summe der
(Binnenanteile der) QuellenQg

i •uber alle Bezirke i gleich der entsprechenden Summe der
(Binnenanteile der) Ziele Z g

i ist. So ist ja \Binnenverkehr" de�niert: Der Beginn eines
Weges innerhalb des UG muss auch im UG enden:

nX

i =1

Qg
i =

nX

i =1

Z g
i = V g (3.12)

Dies gilt auch f•ur die QZG SS. Zus•atzlich ergibt die Annahme verkehrlich geschlossener
Zeitr•aume (z.B. 1 Tag) f•ur jeden Bezirk die Bedingung, dass die Quellsumme•uber alle
QZG gleich der Zielsumme ist:

5;13 oder19X

g=1

Qg
i =

5;13 oder19X

g=1

Z g
i (3.13)

Die Korrektur der Quell- und Ziel
•usse gem•a� dieser Bedin gung nennt man auch
Randsummenausgleich . Wir nehmen nun die QZG SS f•ur den Randsummenausgleich
her und schreiben Gl. (3.13) als

X

g= I;II

Qg
i + QSS

i =
X

g= I;II

Z g
i + Z SS

i (3.14)

wobei
P

g= I;II die Summation •uber alle Quelle-Ziel-Gruppeng vom Typ I und II (also
bei der 5er-Einteilung •uber WA,WS, AW, SW) ist.

Schritt 1: Auch hier wird der Heimatverkehr und der Gesamtverkehr genau wie bei
den beiden anderen Typen berechnet:

H g
i = ng

i � gui ; (3.15)

V g =
X

i

H g
i (3.16)

Der Unterschied ist aber, dassH g
i weder Quellsumme noch Zielsumme f•ur den Bezirk

i ist. Vielmehr ist es dasvon Bezirk i verursachte Verkehrsaufkommen in i.A. anderen
Bezirken.

Schritt 2: Da bei der QZG vom Typ III sowohl Quellen als auch Ziele Strukturmerk-
male wie z.B. L•aden, Freizeitm•oglichkeiten, Kneipen etc sind, werden in dieser QZG
sowohl der Quell- als auch der Zielverkehr von den StrukturmerkmalenSj mit entsprechen-
den Erzeugungsraten� SS

j verursacht. Der GesamtverkehrV g = V SS wird dabei so auf
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die einzelnen Bezirke aufgeteilt, dass jeder Bezirk proportional zu Sj � SS
j gewichtet wird.

Nur in dieser QZG muss man au�erdem bei den spezi�schen Verkehrsaufkommen un-
terscheiden, ob der Quell- oder der Zielverkehr gemeint ist.2 Diese Unterscheidung ist
aber eher theoretischer Natur, da aufgrund der verlangten verkehrlichen Geschlossenheit
sowieso Korrekturen n•otig werden, so dass wir in diesen vorl•au�gen Schritt die Quell-
und Zielstr•ome gleichsetzen, also zun•achst identisch auf die Bezirke verteilen:

eQSS
i = eZ SS

i = V SS SSS
i � SSviP

j SSS
j � SSvj

(3.17)

Schritt 3: Um nun die Randausgleichs-Bedingungen (3.13) bzw. (3.14) zu erf•ullen und
auch, um den SS-GesamtverkehrQSS

i + Z SS
i in den Bezirkeni proportional zu der Anzahl

an SS-Strukturmerkmalen zu lassen, setzen wir

QSS
i = ~QSS

i + bi ; (3.18)

Z SS
i = ~Z SS

i � bi ; (3.19)

wobei, um weiterhin die r•aumliche Geschlossenheit (3.12)zu gew•ahrleisten,

X

i

bi = 0 (3.20)

gelten muss. Aus (3.14) und der Symmetrie zwischen Quellen und Zielen, ~QSS
i = ~Z SS

i ,
erh•alt man

bi =
1
2

X

g= I;II

(Z g
i � Qg

i ) ; (3.21)

wobei
P

g= I;II die Summe •uber alle QZG vom Typ I und II, also z.B. bei der 5er-
Einteilung WA, WS, AW und SW, darstellt. Wegen der Erf•ullun g der r•aumliche Geschlossen-
heit f•ur alle Qi und Z i aus den QZG-Typen I und II ist die Bedingung der r•aumliche
Geschlossenheit, (3.20), ebenfalls erf•ullt.

Verst•andnisfrage:
Geben Sie den kompletten Satz an Modell- bzw. Mobilit•atsparametern der
Erzeugung an. Denken Sie dabei an spezi�sche Verkehrsaufkommen, Erzeu-
gungsraten, Binnenanteile und Tagesganglinien.

� g ; � g (h•angen gar nicht oder nur schwach von den Bezirken ab!), ug
i ; vg

i (gr•o�er, d.h. nahe 1, im Zentrum,

kleiner in den Randbezirken), wg
TGL (h•angen gar nicht oder nur schwach von den Bezirken ab)

2Bei Lohse sind anstattdessen unterschiedliche Strukturgr•o�en f•ur Quell- und Zielverkehr de�niert, was
aber eigentlich nicht sinnvoll ist, da man ja in der QZG jedes Z iel auch wieder verl•asst; hingegen
k•onnen die spez. Verkehrsaufkommen unterschiedlich sein, wenn z.B. h•au�g ein SS-Weg mit einem
SW-Weg fortgesetzt wird, also ein Strukturmerkmal •uber die QZG SS erreicht, aber •uber SW wieder
verlasen wird.
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900 EW
450 EWT

30 AP III

100 AP
300 AP 50 EWT

100 EW

50 AP III

Bezirk 2Bezirk 1

Figure 3.7.: Bezirke und Raumstrukturen f•ur das Beispiel zur Verkehrserzeugung

3.8. Beispiel

In folgender Abbildung sind die Raumstrukturen eines Minimal-Untersuchungsgebietes
dargestellt, welches aus nur zwei Bezirken besteht, bei denen als exogene Variablen
folgende Raumstrukturen gegeben sind:

ˆ 900 bzw. 100 Einwohner (EW),

ˆ 450 bzw. 50 Erwerbst•atige (EWT),

ˆ Industrien/Gewerbe mit 100 bzw. 300 Arbeitspl•atzen (AP),

ˆ Sonstige Raumstrukturpotenziale, welche allgemein durchdie Anzahl der \Struk-
tureinheiten" (SE) quanti�ziert werden, welche z.B. die Zahl der im terti•arem Sek-
tor (Dienstleistung) Besch•aftigten (z.B. Verk•aufer, Wi rte, Theater- und Museen-
Angestellten etc) bedeuten k•onnen: 300 bzw. 500 SE.

Ferner wird die F•unfer-Einteilung in QZG mit folgenden Mod ell- bzw. Mobilit•atsparametern
(spezi�sche Verkehrsaufkommen und Erzeugungsraten) angenommen:

� WA = 0 :8; � WA = 0 :9;

� AW = 0 :6; � AW = 0 :8;

� WS = 1 :0; � WS = 2 :0;

� SW = 1 :0; � SW = 2 :0;

� SS = 1 :2; � SS = 1 :2:

Der Einfachheit halber werden die Binnenanteileui = vi = 1 gesetzt.
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3.8.1. Quelle-Ziel-Gruppen des Typs I

Diese sind in der F•unfer-Einteilung die QZG WA und WS. F•ur b eide QZG braucht
man zun•achst die Heimatverkehrsaufkommen und die •uber alle Bezirke summierten
Gesamtverkehre, hier

V WA = � WA (nWA
1 + nWA

2 ) = 0 :8 � (450 + 50) = 400;

V WS = � WS(nWS
1 + nWS

2 ) = 1 :0 � (900 + 100) = 1 000:

sowie die Korrekturfaktoren

� WA =
V WA

� WA (SWA
1 + SWA

2
=

400
0:9 � (100 + 300

=
10
9

;

� WS =
V WS

� WS(SWS
1 + SWS

2
=

1000
2 � (300 + 500

=
10
16

Daraus werden dann die Zielsummen berechnet. Diese Schritte sind detailliert in folgen-
der Arbeitstabelle zusammengefasst, welche zeilenweise,also von oben nach unten, zu
bearbeiten ist:

Gr•o�e (Typ I) WA WS
H1 = Q1 450� 0:8 = 360 900� 1 = 900
H2 = Q2 50� 0:8 = 40 100� 1 = 100

V =
P

i H i 400 1 000
~Z1 100� 0:9 = 90 300� 2 = 600
~Z2 300� 0:9 = 270 500� 2 = 1 000

~V =
P

i
~Z i 360 1 600

� = V=~V 10=9 10=16
Z1 = � ~Z1 90� 10=9 = 100 600� 10=16 = 375
Z2 = � ~Z2 270� 10=9 = 300 1 000� 10=16 = 625

3.8.2. Quelle-Ziel-Gruppen des Typs II

Hier gilt dasselbe Berechnungsschema, nur sind Quellen undZiele vertauscht:

Gr•o�e (Typ II) AW SW
H1 = Z1 450� 0:6 = 270 900� 1 = 900
H2 = Z2 50� 0:6 = 30 100� 1 = 100

V =
P

i H i 300 1 000
~Q1 100� 0:8 = 80 300� 2 = 600
~Q2 300� 0:8 = 240 500� 2 = 1 000

~V =
P

i
~Qi 320 1 600

� = V=~V 15=16 10=16
Q1 = � ~Q1 80� 15=16 = 75 600� 10=16 = 375
Q2 = � ~Q2 240� 15=16 = 225 1 000� 10=16 = 625
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3.8.3. Quelle-Ziel-Gruppe des Typs III (SS)

Hier berechnet man zun•achst, wie in den anderen QZG, das Heimatverkahrsaufkommen:

V SS =
X

i

H SS
i = 1 200

Das Besondere des Typs III ist, dass dieser Heimatverkehr weder der Quelle noch dem
Ziel zuzuordnen ist. Vielmehr werden die vorl•au�gen Quell- und Zielsummen als iden-
tisch angenommen und mit den Erzeugungsraten und Strukturgr•o�en berechnet:

~Qi = ~Z i = � SSSSS
i

Der sich daraus ergebende Gesamtverkehr~V =
P

i
~Qi ist i.A. ungleich V SS, woraus sich

ein Korrekturfaktor als gemeinsamer Multiplikator ergibt :

� SS =
V SS

P
j SSS

j � SS
= 1 :25:

Dies ergibt jedoch noch nicht die endg•ultigen Quell- und Zielsummen, da bis jetzt nur
die r•aumliche, nicht jedoch die zeitliche Geschlossenheit ber•ucksichtigt wurde. Man
bekommt also wieder vorl•au�ge Gr•o�en, welche nun mit einem Dach gekennzeichnet
werden:

Q̂SS
1 = Ẑ SS

1 = � SSSSS
1 � SS = 450;

Q̂SS
2 = Ẑ SS

2 = � SSSSS
2 � SS = 750

Erst nach ber•ucksichtigung der zeitlichen Geschlossenheit, d.h. Addition/Subtraktion
der Korrektur-Summanden bi gem•a� (3.21) , ergeben sich die endg•ultigen Quell- und
Zielsummen. Alle Schritte werden •ubersichtlich in einer Arbeitstabelle zusammengefasst:
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Gr•o�e (Typ III) nur SS
H1 900� 1:2 = 1 080
H2 100� 1:2 = 120

V =
P

i H i 1200
~Q1 = ~Z1 300� 1:2 = 360
~Q2 = ~Z2 500� 1:2 = 600

~V =
P

i
~Qi 960

� = V̂ =~V 5=4
Q̂1 = Ẑ1 = � ~Q1 450
Q̂2 = Ẑ2 = � ~Q2 750

b1 = 1
2(Z I + II

1 � QI + II
1 ) 1

2(100 + 375 + 270 + 900 � 360� 900� 75� 375) = � 32:5

b2 = 1
2(Z I + II

2 � QI + II
2 ) 1

2(300 + 625 + 30 + 100 � 40� 100� 225� 625) = +32 :5

Q1 = Q̂1 + b1 417:5
Q2 = Q̂2 + b2 782:5
Z1 = Ẑ1 � b1 482:5
Z2 = Ẑ2 � b2 717:5

Das Ergebnis f•ur die QZG \Sonstiges-Sonstiges" ist also

QSS
1 = 417:5; Z SS

1 = 482:5;

QSS
2 = 782:5; Z SS

2 = 717:5:

Zur •Ubersicht wird das Endergebnis der gesamten Berechnung, also alle endogenen Vari-
ablen des Erzeugungsmodells, in folgender Tabelle zusammengefasst:

WA WS AW SW SS
P

Q1 360.0 900.0 75.0 375.0 417.52 127.5
Q2 40.0 100.0 225.0 625.0 782.51 772.5P

= V 400.0 1 000.0 300.0 1 000.0 1 200.03 900.0
Z1 100.0 375.0 270.0 900.0 482.52 127.5
Z2 300.0 625.0 30.0 100.0 717.51 772.5P

= V 400.0 1 000.0 300.0 1 000.0 1 200.03 900.0

Anhand dieser Zusammenstellung sieht man sch•on, dass sowohl die r•aumlichen als auch
die zeitlichen Randsummenbedingungen (3.12) und (3.13) f•ur alle QZG bzw. alle Bezirke
erf•ullt sind!
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3.9. Verwendete Symbole

i; j = 1 ; : : : ; n Z•ahlindices f•ur Bezirke

g Z•ahlindices f•ur Quelle-Ziel-Gruppen (QZG), z.B. g 2
f WA,AW,WS,SW,SSg f•ur die 5-er Einteilung

V g
ij

Verkehrsstrommatrix: Zahl der zur QZG g geh•origen person-
enbezogenen Ortsver•anderungen von Bezirki nach Bezirk j im
Bezugszeitraum (•ublicherweise 1 Tag)

Qg
i =

nP

j =1
V g

ij

Quellsumme: Alle vom Bezirk i zu irgendeinem anderen Bezirk
gehenden und zur QZG g geh•origen Ortsver•anderungen im
Bezugszeitraum

Z g
i =

nP

j =1
V g

ji Analog zur Quellsumme gebildete Zielsumme

N g
i

Zahl der f•ur die QZG g relevanten Bezugspersonen in Bezirki ,
z.B. N WA

i ist Zahl der Erwerbst•atigen

Sg
i

Zahl der f•ur die QZG g relevanten Struktureinheiten in Bezirk i ,
z.B. SWA

i : Zahl der Arbeitspl•atze, SWE
i : Verkaufs
•ache in m 2

Sg,l
i

Falls zu einer QZG mehrere Struktureinheiten unterschieden wer-
den, z.B. SWE,1

i = Verkaufs
•ache, SWE,2
i = Zahl der Verk•aufer

� g
spezi�sches Verkehrsaufkommen (SVA) in QZG g: Zahl der
Fahrten in dieser QZG pro Bezugspersonenzahl im Bezugszeitraum

� g
Erzeugungsrate (EZR) in QZG g: Zahl der (induzierten) Quell-
oder Zielfahrten pro Struktureinheit im Bezugszeitraum

ug
i

Binnenanteil der von den Heimatorten im Bezirk i erzeugten
Fahrten in QZG g (h•angt nur schwach von i ab)

vg
i Binnenanteil der von den Struktureinheiten erzeugten Fahrten
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Verkehrs-

verteilung
Verkehrs- Verkehrs-

aufteilung Umlegung
Verkehrs-

Einteilung in 
Verkehrsbezirke

Quell- und Zielverkehr Verkehrsstrommatrix Verkehrsmittelwahl Streckenbelastung 
im Verkehrsnetz

Verkehrs-
erzeugung

Aktivitätenwahl

Verkehrs-
verteilung

Zielwahl

Verkehrs-
aufteilung

Verkehrsmittel-
wahl

Verkehrs-
umlegung

Routenwahl

Einteilung in
Verkehrsbezirke

Quell- und
Zielverkehr

Strecken-
belastung im
Verkehrsnetz

verkehrsmittelfeine

matrix

Verkehrsstrom-
matrix

Simultanes Verfahren

Verkehrsstrom-

4.1. Allgemeines

Bei der Verkehrsverteilung bzw. Zielwahl geht es darum, die durch die Verkehrserzeu-
gung erhaltenen QuellsummenQi und ZielsummenZ i f•ur einzelne Bezirke i auf konkrete
Verkehrsstr•ome Vij von Bezirk i nach Bezirk j zu verteilen. Die endogenen Variablen
von Zielwahlmodellen sind also die ElementeVij :

Die Elemente Vij der Verkehrsstrommatrix geben die mittleren Zahl der Wege
von Bezirk i nach Bezirk j im Bezugszeitraum (meist ein Werktag) an. Im Rahmen
von Kennwertmodellen sind sie weiterhin nach Quelle-Ziel-Gruppen (QZG) disag-
gregiert: V (g)

ij ist die Zahl der Wege in QZG g.

Die Randsummen dieser Verkehrsstrommatrix sind dabei, zumindest beiharten Rand-
summenbedingungen , durch die QuellsummenQi (Zeilensummen) und Zielsummen
Z j (Spaltensummen) vorgegeben, wie folgende Matrix-Schreibweise veranschaulicht:
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4. Zielwahl bzw. Verkehrsverteilung

j = 1 j = 2 � � � j = n
nP

j =1
Vij = Qi

i = 1 V11 V12 � � � V1n Q1

i = 2 V21 V22 � � � V2n Q2
...

...
...

...
...

...
i = n Vn1 Vn2 � � � Vnn Qn
nP

i =1
Vij = Z j Z1 Z2 � � � Zn V =

nP

j =1
Z j =

nP

i =1
Qi

Die Grundaufgabe der Verteilung ist also die Folgende:

Verkehrsverteilung : Ermittlung der Elemente Vij der Verkehrsstrommatrix unter
Ber•ucksichtigung der Randsummenbedingungen (RSB). F•urharte RSB gilt beispiel-
sweise P

j
Vij = Qi Quellsummenbedingung;

P

i
Vij = Z j Zielsummenbedingung:

(4.1)

Im Rahmen der Verkehrsnachfragemodellierung mit Kennwertmodellen wird die Verteilung
separat f•ur alle Quelle-Ziel-Gruppen (QZG) g durchgef•uhrt, so dass man in jeder Verteilung
die Teilstr•ome V (g)

ij ermittelt. Da das Vorgehen der Verteilung jedoch f•ur alle QZG das-
selbe ist und die einzelnen Verteilungen hier (im Gegensatzzur Erzeugung und auch zur
simultanen Ziel- und Verkehrsmittelwahl, Kap. 6 weiter unt en) unabh•angig voneinander
durchgef•uhrt werden, werden in diesem Kapitel die Superskripte zwecks •Ubersichtlichkeit
meist weggelassen.

Randsummenbedingungen

Es gibt drei grunds•atzliche Typen von RSB, welche in Abh•angigkeit der Quelle-Ziel-
Gruppen zum Einsatz kommen:

ˆ Harte Randsummenbedingungen : Hier m•ussen die Quell- bzw. die Ziel-
summen der Verkehrserzeugung exakt gem•a� Gl. (4.1) erf•ullt werden. Solche
RSB modellieren den Fall, dass die Aktivit•at am Ausgangsort bzw. die Zielak-
tivit•at ortsgebunden ist. Dies ist bei den Aktivit•aten W( ohnen), A(rbeiten),
K(indergarten) und B(ildung) der Fall. Insbesondere sind also bei den QZG WA,
AW, WK, KW, WB und BW sowohl die Quell- als auch die Zielsummen hart.

ˆ Bei weichen Randsummenbedingungen hingegen k•onnen die vorgegebenen
Quell- bzw. Zielsummen bis zu einem•Uberlastfaktor •u •uberschritten und be-
liebig unterschritten werden. Die Quell- bzw. Zielsummen der Erzeugung spielen
hier also nur die Rolle einer Richtgr•o�e. Die mathematische Implementierung ist
schwierig und wird hier nicht weiter besprochen.
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ˆ Freie Randsummenbedingungen stellen den Grenzfall weicher RSB f•ur einen
•Uberlastfaktor •u ! 1 dar. Die Quell- und Zielsummen die Rolle vonQuell-
und Zielpotentialen , welche nicht unbedingt genau eingehalten werden m•ussen.
Typische QZG f•ur weiche bzw. freie Quellsummenbedingungen sind alle, deren
Quelle z.B. \S" oder \E" ist, z.B. SW, SA, EW; Die dazu korresp ondierenden
QZG wie WS, AS oder WE weisen hingegen weiche/freie Zielsummenbedingungen
auf. Die jeweils andere RSB ist hart. Nur bei der QZG SS sind sowohl die Quell-
als auch die Ziel-RSB weich bzw. frei.

Verst•andnisfrage:
Machen Sie sich die Gr•unde daf•ur klar, dass in der Verkehrsverteilung je nach
QZG harte oder weiche RSB verwendet werden.

Da esn2 Matrixelemente, aber nur 2n � 1 Randsummenbedingungen (RSB) gibt, ist
die Aufgabe ohne weitere Angaben unterbestimmt. Dies kann dazu genutzt werden,
attraktivere Wege st•arker bei der Zielwahl zu gewichten, was zum im n•achsten Kapitel
vorgestellten Grundmodell der Verteilung f•uhrt.

Verst•andnisfrage:
Warum gibt es nur 2n � 1 und nicht 2n Randsummenbedingungen?

4.2. Grundmodell der Verteilung

De�niert man die Attraktivit•at der Wege von i nach j durch die ElementeB ij einer Be-
wertungsmatrix und interpretiert B ij als bedingte Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass ein
nach den RSB erlaubter Weg auch tats•achlich durchgef•uhrtwird, so kann man folgendes
Grundmodell der Verkehrsverteilung herleiten:

Vij = V Bij f i gj ; B ij = B (Wij ) Grundmodell der Verteilung (4.2)

Die Herleitung kann dabei mit Hilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten und dem Satz von
Bayes oder unter Verwendung eines allgemeinen Entropieprinzips erfolgen und ist f•ur In-
teressierte in den Abschnitten 4.8 bzw.4.9 dargestellt. ImRahmen des Kennwertmodells
erh•alt man ein solches Grundmodell getrennt f•ur jede Quelle-Ziel-Gruppe.

Nach dem Grundmodell sind die Verkehrsstr•ome voni nach j

ˆ proportional zum gesamten t•aglichen VerkehrsaufkommenV (in der jeweiligen
Quelle-Ziel Gruppe),

ˆ proportional zur Bewertung B ij bzw. der Attraktivit•at des entsprechenden Weges,

ˆ und proportional zu zwei multiplikativen Faktoren f i und gj , deren Werte sich aus
den Quell- und Zielsummen sowie aus der Art der RSB ergeben und h•au�g direkt
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proportional zu Qi bzw. Z j sind. Wegen dieser doppelten Proportionalit•at wird
das Grundmodell auch alsbilineares Modell bezeichnet.

Der erste Faktor des Grundmodells, der GesamtverkehrV , kann als Doppelsumme •uber
die zu bestimmenden MatrixelementeVij oder auch als Einfachsumme •uber alle Quell-
summen oder Zielsummen dargestellt werden:

V =
X

i

X

j

Vij =
X

i

Qi =
X

j

Z j ; (4.3)

Unabh•angig von der Art der RSB ist die Bedingung (4.3) f•ur d en Gesamtverkehr im-
mer \hart" erf•ullt. Durch die De�nition folgender relativ er Gr•o�en kann man den
Gesamtverkehr aus den Gleichungen eliminieren:

qi =
Qi

V
; zj =

Z j

V
; vij =

Vij

V
: (4.4)

Anschaulich bedeuten

ˆ qi : Anteil des Gesamtverkehrs mit Bezirk i als Quelle,

ˆ zj : Anteil des Gesamtverkehrs mit Bezirk j als Ziel,

ˆ vij : Anteil des Gesamtverkehrs mit Bezirk i als Quelle und Bezirk j als Ziel.

Das Grundmodell wird dann einfach

vij = B ij f i gj ; B ij = B (Wij ) (4.5)

und die harten RSB lassen sich schreiben als
P

j
vij = qi Quellsummenbedingung;

P

i
vij = zj Zielsummenbedingung:

(4.6)

Die weiteren Komponenten des Grundmodells werden in den folgenden Abschnitten 4.3
(Bewertungsmatrix B ij ) und 4.5 (Bestimmung der bilinearen Faktorenf i und gj aus den
RSB) n•aher beschrieben.

4.3. Attraktivit•at von Wegen: Widerstandsfunktionen und
deren Bewertung

Die Unterbestimmtheit des Verkehrs-Verteilungsproblemserlaubt die Modellierung der
Tatsache, dass k•urzere Wege bevorzugt werden und deshalb Verbindungen von i nach
j , die einen gro�en Aufwand bzw Widerstand Wij nach sich ziehen, eher gemieden
werden, zumindest, wenn es die RSB zulassen.

Die Frage, \wie stark" Wege mit k•urzerem Aufwand bevorzugt werden und wie dies
evtl. von der Quelle-Ziel-Gruppe und/oder vom verwendetenVerkehrsmittel abh•angt,
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wird durch monoton fallende Bewertungsfunktionen B (W ) charakterisiert. Diese
beiden Komponenten der Bewertung der Attraktivit•at von We gen werden in derBew-
ertungsmatrix

B ij = B (Wij ) (4.7)

zusammengefasst.

4.3.1. De�nition und Ermittlung des Widerstandes

Der Aufwand bzw. Widerstand, manchmal auch als negative utility bezeichnet, setzt
sich aus mehreren Ein
ussgr•o�en zusammen. Da man nach Gl. (4.7) die Bewertungs-
funktionen als Funktionen nur einer unabh•angigen Variablen (des WiderstandesW )
ansetzt, ergibt sich die Notwendigkeit, alle Ein
ussgr•o� en des Widerstandes auf eine
Einheit, z.B. die Zeiteinheit, umzurechnen. DieReisezeit ist in der Regel das wichtigste
Kriterium, so dass sich f•ur den Widerstand Zeiteinheiten (z.B. Minuten) anbieten. Der
Widerstand kann z.B. folgende Bestandteile enthalten:

ˆ Zeitaufwand: Dies ist die wichtigste und h•au�g aussschlie�lich verwendete Ein-

ussgr•o�e.

ˆ Kosten. Diese k•onnen •uber einen \Zeit=Geld"-Ansatz mit dem Zeita ufwand \ver-
rechnet" werden. Tendenziell ist der Zeitwert bei den QZG WA (z.B. 20e /h)
h•oher als bei \uwichtigeren" QZG wie WF oder SS (z.B. 5e /h).

ˆ Flexibilit•at: Kann ich die Fahrt jederzeit durchf•uhren (Kfz, Rad, Schusters Rap-
pen) oder muss ich mich z.B. auf gewisse Abfahrtszeiten von Bahnen oder Bussen
festlegen? Die Kosten mangelnder Flexibilit•at k•onnen auf die Reisezeit abge-
bildet werden, indem man z.B. die zus•atzliche mittlere Wartezeit auf die erste
•OV-Verbindung bei zuf•alliger Antrittszeit der Fahrt best immt.

ˆ Zuverl•assigkeit: Die Bedeutung dieses Kriteriums f•ur die Verkehrsnachfragemodel-
lierung wurde bisher untersch•atzt und ist aktuelles Forschungsthema. Analog zum
\Value at Risk" Ansatz der Finanzmathematik kann man das Risiko mangelnder
Zuverl•assigkeit z.B. dadurch ber•ucksichtigen, dass manbei der Bestimmung der
Reisezeit nicht den Mittelwert, sondern z.B. das 99-te Perzentil ansetzt (nur in 1%
der Fahrten wird das 99-te Perzentil •uberschritten).

ˆ Und schlie�lich Bequemlichkeit: Bei gleicher Reisezeit, Kosten und Zuverl•assigkeit
wird z.B. eine Fahrt ohne Umsteigen g•unstiger bewertet alseine mit zweimaligem
Umsteigen. Dieser Ein
ussfaktor wird ebenfalls h•au�g unt ersch•atzt. Man kann
ihn z.B. dadurch ber•ucksichtigen, dass man Wartezeiten mit einem Faktor gr•o�er
1 gewichtet und au�erdem jeden Umsteigevorgang mit einer \Strafzeit" von z.B. 5
Minuten belegt.

ˆ Weitere Kriterien wie z.B. Opportunit•at (\Kann ich auf diesem Weg weitere Auf-
gaben gleich mit erledigen?") sind auch wichtig, aber schwer quanti�zierbar.
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W0 Widerstand W

B(W)

Figure 4.1.: Typisches schematisches Aussehen der Bewertungsfunktion.

Die obige Liste macht klar, dass der Widerstand i.A. nicht nur von den Eigenschaften
der Fahrt selbst (wie L•ange oder Verkehrsmittel) abh•angt, sondern auch von der Quelle-
Ziel-Gruppe. Bei der QZG WA beispielsweise wird der Zeit-Ist-Geld-Faktor h•oher liegen
als bei WE oder SS (z.B. 20e /h gegen•uber 5 e /h), so dass Kosten geringer gewichtet
werden. Flexibilit•at wird in WA ebenfalls geringer gewichtet, denn Fahrten dieser Kate-
gorie sind ja i.A. langfristig geplant. Zuverl•assigkeit hingegen wird bei WA-Fahrten aus
nahe liegenden Gr•unden hoch gewichtet.

Verst•andnisfrage:
Warum ist die r•aumliche Distanz sij zweier Bezirke bzw. die L•ange ihrer
Verbindung kein gutes Ma� f•ur den Streckenwiderstand? Ber•ucksichtigen Sie
dabei die Prognosef•ahigkeit von Modellen und Abb. 4.2.

4.3.2. Bewertungsfunktionen

Die Bewertungsfunktion B (Wij ) gibt die Wahrscheinlichkeit daf•ur an, dass ein von den
RSB her erlaubter und damit potenziell m•oglicher Weg auch tats•achlich durchgef•uhrt
wird (vgl. Abschnitt 4.8 weiter unten). Aus dieser De�nitio n sowie dem \Gesunden
Menschenverstand" folgen einige Bedingungen f•ur die Bewertungsfunktion B (W ) des
Widerstandes (vgl. Abb. 4.1):

ˆ Da ein geringerer Widerstand immer h•ohere Attraktivit•at aufweist, ist die Funktion
B (W ) monoton fallend, B 0(W ) � 0.

ˆ F•ur hinreichend hohem Widerstand wird ein Weg irgendwann unter allen Umst•anden
inakzeptabel: B (W ) ! 0 f•ur W ! 1 .

ˆ Bei verschwindenden Widerstand wird ein zul•assiger Weg injedem Fall auch durchgef•uhrt:
B (0) = 1.

ˆ Ferner gibt es bei den meisten Bewertungsmodellen (vgl. Abschnitt 4.6 weiter
unten) einen charakteristischen WiderstandW0, ab dem die Bewertungsfunktion
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deutlich abzufallen beginnt, wie in Abb. 4.1 schematisch dargestellt. Der Wert von
W0 liegt typischerweise bei 10 min - 20 min und stellt auch die Gr•o�enordnung des
mittleren zeitlichen Aufwandes f•ur die entsprechende Wegekategorie dar.

Prinzipiell k•onnen Bewertungsfunktionen nur empirisch durch Umfragen oder Verteilun-
gen der Reisezeiten bestimmt werden, was im Abschnitt 4.7 weiter unten n•aher aus-
gef•uhrt wird. Insbesondere wird kontrovers diskutiert, ob Bewertungsfunktionen einen
Wendepunkt aufweisen sollen, also einen endlichen Widerstandswert mit maximaler
Sensitivit•at bez•uglich Widerstands•anderungen, oder ob die maximale Sensitivit•at beim
Widerstand Null liegt.

Abh•angigkeit der Bewertung von der Quelle-Ziel-Gruppe

Im Allgemeinen h•angen die BewertungsfunktionenB (W ) von den QZG ab. WA-Wege
haben typischerweise eine geringere Sensitivit•at bez•uglich des Widerstandes als z.B. WE-
oder SS-Wege. Eine geringere Sensitivit•at bedeutet dabei, dass die Bewertungsfunktion
mit W langsamer abf•allt und der Mittelwert des Widerstandes h•oher ist als bei hoher
Sensitivit•at.

Verst•andnisfrage:
Wie wirkt sich eine geringere Sensitivit•at bez•uglich der Reisezeit auf den
Parameter W0 der meisten Widerstandsfunktionen bzw. auf den mittleren
Zeitaufwand aus? Warum haben WA-Wege i.A. einen h•oheren Wert von W0

als die meisten anderen QZG?

Abh•angigkeit der Bewertung vom Verkehrsmodus

Abbildung 4.2 zeigt, dass die mittlerent•aglichen Reisezeiten vom haupts•achlich verwen-
deten Verkehrsmittel abh•angen, aber innerhalb eines Verkehrsmittels bemerkenswerter-
weise •uber viele Jahrzehnte konstant sind.1 Sie liegen bei \anstrengenderen" Verkehrsmit-
teln wie \Schusters Rappen" und dem Rad h•oher als bei MIV oder •OPNV.

Es wurde gezeigt (K•olbl/Helbing, New Journal of Physics 5, 48.1), dass die Be-
wertungsfunktionen B (W ) sogar weitgehend unabh•angig vom Modus werden, wenn
man den Widerstand Wij nicht auf die Reisezeit, sondern auf die zur Durchf•uhrung
der Fahrt ben•otigte physiologische EnergieE ij bezieht. Insbesondere fanden die Au-
toren einen universellen Mittelwert des t•aglichen, physiologischen Energieverbrauchs
von 615 KJ, unabh•angig vom Modus, also bei drei Fahrten t•aglich etwa E (E) = 200
KJ/Fahrt. Diesen Widerstand kann man anschaulich als Ma� f•ur die \Anstrengung"
dieser Ortsver•anderung verstehen. Da aber nat•urlich auch E ij vom Verkehrsmittel

abh•angt, •andert sich nichts an der Abh•angigkeit der Attr aktivit•at B (k)
ij einer Verbindung

1Gem•a� manchen Quellen l•asst sich dieses konstante Reisezeitbudget sogar bis auf die Postkutschenzeit
zur•uckverfolgen!
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Figure 4.2.: Mittlere t•agliche Reisezeiten in Abh•angigkeit des haupts•achlich verwendeten
Verkehrsmittels.

von i nach j vom Modus. Wegen seiner schlechten Messbarkeit hat der auf den phys-
iologischen Energieverbrauch bezogene Widerstand eher grunds•atzliche als praktische
Bedeutung.

Zusammenfassend ist die Bestimmung der Attraktivit•at einer Verbindung ein zweistu-
�ger Prozess: Zuerst bestimmt man den Aufwand anhand verschiedener Ein
ussgr•o�en
und bewertet diesen im zweiten Schritt. Im Allgemeinen h•angen sowohl die Widerst•ande
Wij als auch die BewertungsfunktionB (Wij ) dieser Widerst•ande vom Verkehrsmittel k
und der QZG g ab.

Verst•andnisfrage:
Gilt die im Wesentlichen zeitunabh•angige Bewertungsfunktion auch f•ur den
Fall, dass man f•ur den Widerstand nicht den Zeitbedarf sondern die Wegl•ange
verwendet? Welche Widerstandsde�nition ist also geeigneter?

Verst•andnisfrage:
Warum ist bei den Verkehrsmodi \Rad" und \zu Fu�" die Sensiti vit•at
bez•uglich des ZeitaufwandesW h•oher bzw. der typische Widerstand W0

geringer als bei PKW und •OPNV?
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Aufgabe: Fahrten pro Tag

F•ur Erwerbst•atige bzw. Rentner wurde eine mittlerer t•ag liche Reisezeit von 70
Minuten bzw. 50 Minuten festgestellt. Wie kann man daraus die mittlere Reisezeit
pro Fahrt absch•atzen, wenn eine bestimmte QZG-Einteilung(z.B. in 5, 13 oder 19
QZG) und f•ur jede QZG die spezi�schen Verkehrsaufkommen bekannt sind?

4.3.3. Lagegunst der Bezirke

Mit der Bewertungsmatrix nach Gl. (4.7) ist es m•oglich, anhand der Attraktivit•aten
einzelner Verbindungen dieLagegunst L i eines gesamten Bezirks im Planungsgebiet
zu de�nieren. Prinzipiell h•angt die Lagegunst eines Bezirks i von allen Elementen der
Bewertungsmatrix mit i als Quelle oder Ziel ab:

Lagegunst (Bezirk i ) = f (f B ij g; f B ji g) ; j = 1 ; : : : ; n:

Um zu einer einzigen Ma�zahl zu kommen, kann man die Bewertungen der einzelnen
Verbindungen mit den Quell- bzw. Zielsummen gewichtet aufsummieren:

L i =
1

2V

X

j

(B ij Z j + B ji Qj ) (4.8)

Diese Ma�zahl geht von 0 (\in the middle of nowhere") bis 1 (Zentralbezirk, \da
brummt der B•ar"). Analog kann man Lagegunstfaktoren nur f•ur den hereinkommenden
und herausgehenden Verkehr de�nieren:

L ein
i =

1
V

X

j

B ji Qj ; L aus
i =

1
V

X

j

B ij Z j : (4.9)

4.4. Wechselseitige Abh•angigkeiten von Verkehrsverteilung
und -Aufteilung

Eng verkn•upft mit der Verkehrsverteilung ist die Verkehrsaufteilung , bei der man das
VerkehrsaufkommenVij auf die verschiedenen Verkehrsmittelk, auch Transportmodi
genannt, aufspaltet und welche in Kap. 5 n•aher betrachtet wird. In der Aufteilung
werden z.B. die folgenden Modi ber•ucksichtigt:

ˆ k = 1: Fu�g•anger,

ˆ k = 2: Radfahrer,

ˆ k = 3: Kfz bzw. motorisierter Individualverkehr (MIV),

ˆ k = 4: Bus, Bahn bzw. •o�entlicher Personennahverkehr ( •OPNV).
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Quell- und
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für jedes
Verkehrsmittel
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Verkehrs-
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"Trip-Interchange"
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Ver- und Aufteilung (Lohse)

.

.

Figure 4.3.: Flussdiagramm des Trip-Interchange und Trip-End- Ansatzes zur
Verkehrsverteilung und Aufteilung sowie der simultane Weg.

Die Liste kann durch weitere Modi wie Motorrad, LKW, Flugzeu g, Schi�e oder z.B.
\Luftschi�e" erweitert werden.

Die Abh•angigkeit der f•ur die Verkehrsverteilung sehr wichtigen Widerstandsfunktion
Wij vom verwendeten Verkehrsmittel impliziert eine wechselseitige Abh•angigkeit von
Verkehrsverteilung und -aufteilung, welche prinzipielle Grenzen f•ur die Genauigkeit des
hier beschriebenen Verfahrens der getrennten Verteilung und Aufteilung vorgibt: Kaum
jemand geht jeden Tag 10 km zu Fu� z.B. zur Arbeit, w•ahrend dies mit dem Auto •ubliche
Reiseweiten sind (vgl. Abb. 4.10). Nimmt man den WiderstandWij proportional zur
ReisezeitTij an, ist bei einer festen r•aumlichen Entfernungsij die Abh•angigkeit von den
verschiedenen mittleren Geschwindigkeitenvk der Verkehrsmodi k o�ensichtlich:

W (k)
ij / T (k)

ij =
sij

vk
: (4.10)

F•uhrt man Verteilung und Aufteilung dennoch getrennt durc h, bieten sich zwei Ans•atze
an (vgl. Abb. 4.3):

ˆ Beim Trip-Interchange-Ansatz wird der Verkehr zuerst ohne Ber•ucksichtigung
der Verkehrsmittel verteilt und dann auf die Verkehrsmitte l aufgeteilt. Dabei ergibt
sich bei der Verteilung das Problem, bez•uglich welchen Modus man die Wider-
standsfunktionen und die Bewertung berechnet, da der Modal-Split ja noch nicht
bekannt ist. In der Praxis behilft man sich h•au�g mit einer p auschalen Bewer-
tung eines f•ur alle Modi g•ultigen Widerstandsma�es wie der Luftlinienentfernung
und kalibriert die Modellparameter der Verteilung z.B. auf die empirisch erfassbare
Reiseweitenverteilung (Abb. 4.10 und Abschnitt 4.7).
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Die nachfolgendeAufteilung wird separat f•ur jede Quelle-Ziel-Beziehung i ! j
(und jede Quelle-Ziel-Gruppeg) durchgef•uhrt und ist problemlos, da die Wider-
standsfunktionen bekannt sind.

ˆ Beim Trip-End-Ansatz werden zuerst die Quell- und Zielsummen aufgeteilt und
dann die verkehrsmittelaufgel•osten Quell- und Zielsummen separat verteilt. Da im
initialen Aufteilungs-Schritt die daf•ur eigentlich notwendigen Widerst•ande noch
nicht bekannt sind (da die Quelle-Ziel-Beziehungen ja nochnicht bestimmt wur-
den!), nimmt man deshalba priori eine feste Aufteilung an, welche dem 
ussgewichteten
Mittelwert der Aufteilungen •uber alle Verkehrsstr•ome, d em sog.globalen Modal-
Split , entspricht. Im Analysefall bestimmt man ihn getrennt f•ur jede Quelle-
Zielgruppe, d.h. man bestimmt die Anteile A (g)

k an Verkehrsmittel k in der QZG
g durch die relativen H•au�gkeiten einer empirische Befragung. Im Prognosefall
beh•alt man diese Anteile im einfachsten Fall bei oder schreibt einen Trend linear
fort.

Die folgendeVerteilung wird separat f•ur jeden Modus durchgef•uhrt und ist, wegen
der M•oglichkeit, die Widerst•ande verkehrsmittelspezi� sch anzugeben, problemlos.

Naturgem•a� eignen sich Trip-Interchange-Modelle relativ gut zur Bestimmung des
zuk•unftigen Modal-Splits und sind f•ur die Prognose des zuk•unftigen Verkehrsaufkom-
mens und der Reiseweitenverteilung eher ung•unstig. Bei den Trip-End Modellen liegen
die Verh•altnisse genau ander herum.

In Kapitel 6 wird eine von Prof. Lohse entwickelte Verallgemeinerung dieser Verfahren,
die simultane Ver- und Aufteilung vorgestellt, welche die obigen konzeptionellen
Probleme •uberwindet. Gerade der Trip-Interchange-Ansatz ist jedoch nach wie vor ein
Standardverfahren der Verkehrsplanung

4.5. L•osungsmethoden

Nach dem Grundmodell 4.2 ist das Verkehrs-Verteilungsproblem auf die Ermittlung der
bis jetzt unbekannten bilinearen Multiplikatoren f i und gj reduziert. Diese werden durch
Einsetzen des Grundmodells in die Randsummenbedingungen (RSB) (4.1) bestimmt.
Wie in Abschnitt 4.1 diskutiert, sind je nach QZG \harte" ode r \weiche" RSB dem
Sachverhalt angemessen:

ˆ Beidseitig harte RSB, wenn die Wege \verplichtend" sind, z.B. WA oder WB,

ˆ quellseitig hart und zielseitig weich/frei bei QZG des Typs I mit \
exiblen" Ziel,
z.B. WE, WS, AS,

ˆ quellseitig weich/frei und zielseitig hart bei den korrespondierenden QZG des Typs
II (EW, SW, SA),

ˆ beidseitig weich/frei bei der QZG \SS".
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W•ahrend bei den harten RSB die Quell- bzw. Zielsummen exakteingehalten wer-
den, stellen sie f•ur weiche RSB nur einen \Anhaltspunkt" dar, welcher innerhalb einer
durch einen •Uberlastfaktor de�nierten Obergrenze •uberschritten werden darf. Da die
Berechnung mit endlichen •Uberlastfaktor sehr komplex ist, wird hier nur der Spezialfall
\freier" RSB mit unendlichem •Uberlastfaktor behandelt.2 Aus den Quell- bzw. Ziel-
summen wird dann ein Quellpotential ~Qi bzw. Zielpotential ~Z j , welches in der
Erzeugung prinzipiell wie die harten Quell- und Zielsummenberechnet wird, aber die
Berechnung der Multiplikatoren f i und gj beein
usst:

4.5.1. Quellseitig und zielseitig weiche RSB (globale Fixi erung)

Wegen des Fehlens harter RSB sind die Verkehrsstr•omeVij direkt proportional zu den
Quell- und Zielpotentialen:

Vij = cBij ~Qi ~Z j : (4.11)

Die Proportionalit•atskonstante c ergibt sich durch Einsetzen dieses Ansatzes in die
einzige harte Bedingung (4.3) eines festen GesamtverkehrsV . Damit ergibt sich die
L•osung

Vij =
V Bij ~Qi ~Z j
P

k;l
Bkl ~Qk ~Z l

(4.12)

4.5.2. Quellseitig harte und zielseitig weiche RSB (quells eitige Fixierung)

Hier werden die harten Quell-RSB durch die Multiplikatoren f i ber•ucksichtigt, w•ahrend
die Ziel-RSB wie oben durch die weichen Zielpotentiale~Z j de�niert sind:

Vij = B ij f i ~Z j : (4.13)

Nachdem dief i durch die Quellsummenbedingungen
X

j

Vij = f i

X

j

B ij ~Z j = Qi

bestimmt wurden, erh•alt man nach Einsetzen die Elemente der Verkehrsstrommatrix

Vij =
B ij Qi ~Z j
P

k
B ik ~Zk

: (4.14)

Diese Formel besagt, dass die Randsummenbedingungen bez•uglich der Ziele nicht erf•ullt
werden. Die einzelnen Zielsummen gehen jedoch nicht verloren. Haben insbesondere zwei
Bezirke j und j 0 6= j dieselbeLagegunst L ein

i bez•uglich hereinkommenden Verkehr,
z.B. gem•a� Gl. (4.9), so steigt die Zielsumme

P
i Vij direkt proportional zur in der

Erzeugung berechneten ZielsummeZ j , welche nun als Potenzial~Z j dient. Im Normalfall

2 In PTV-Viseva ist der Fall endlicher •Uberlastfaktoren ber•ucksichtigt.
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unterschiedlicher Lagegunst dienen die Zielsummen als Ausgangspunkt, werden aber
zugunsten der Bezirke mit vergleichsweise gro�er Lagegunst verschoben. Die Gesamt-
Zielsumme

P
j Z j = V bleibt nat•urlich weiterhin exakt erf•ullt. Damit ist klar , dass

eine lediglich quellseitige Kopplung dann in Frage kommt, wenn die Verkehrsstr•ome
quellseitig hart (Wohnen, Arbeit), zielseitig aber 
exibe l sind (Einkaufen, Freizeit).

4.5.3. Quellseitig weiche und zielseitig harte RSB (zielse itige Fixierung)

Hier werden gegen•uber Fall (ii) Quellen und Ziele vertauscht. Der Ansatz

Vij = B ij ~Qi gj (4.15)

liefert nach Ermitteln von gj unter Ber•ucksichtigung der Ziel-RSB die Verkehrsstrom-
matrix

Vij =
B ij ~Qi Z j
P

k
Bkj ~Qk

: (4.16)

Analog zum vorhergehenden Fall kommt diese Kopplung f•ur Verkehrsstr•ome mit \we-
ichen" Ausgangspunkten, aber \harten" Zielpunkten in Frage.

4.5.4. Beidseitig harte RSB (beidseitige Fixierung bzw. Ko pplung)

Hier gelten sowohl Quell-RSB als auch Ziel-RSB hart und Einsetzen des Grundmodell-
Ansatzes (4.2) in die RSB (4.1) liefert einbilineares Gleichungssystem f•ur die 2n
Unbekannten f i und gj . Mit folgenden De�nitionen relativer Fl•usse (Verkehrs
u ssan-
teile)

qi =
Qi

V
; zj =

Z j

V
; vij =

Vij

V
(4.17)

erh•alt man aus den umformulierten RSB
P

j vij = qi bzw.
P

i vij = zj das System

f i = qiP
j B ij gj

;

gj = zjP
i B ij f i

:
(4.18)

Dessen L•osung ist nur iterativ, z.B. durch sukzessives Einsetzen der jeweils aktuellsten
L•osungsiteration der Faktoren f i bzw. gi in die rechten Seiten von (4.18) m•oglich. F•ur
die m-te Iteration ergibt sich

f (m)
i = qiP

j B ij g( m � 1)
j

;

g(m)
j = zj

P
i B ij f ( m )

i

:
(4.19)

F•ur den Start (\Nullte" Iteration, Superskipt (0)) muss ma n Anfangswerte vorgeben,
welche in weitem Rahmen beliebig gew•ahlt werden k•onnen, z.B.

f (0)
i = g(0)

i = 1 :
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Figure 4.4.: Untersuchungsgebiet f•ur die Beispielsrechnung zur Verteilung bei harten
Quell- und Zielsummenbedingungen

Als Beispiel wird die Zielwahl (Verkehrsverteilung) der Quelle-Ziel-Gruppe \WA" f•ur
das Wilson-Modell (vgl. S. 76) anhand des in Abb. 4.4 de�nierten Untersuchungsge-
biets durchgef•uhrt. Die (k•urzesten) Reisezeiten zwischen den Anbindungspunkten der
drei Bezirke ergeben sich direkt aus dieser Abbildung. In Minuten: T12 = T21 = 7,
T13 = T31 = 10 und T23 = T32 = 6. Die Quell- und Zielsummen wurden bereits im
vorhergehenden Schritt der Aktivit•atenwahl ermittelt. M it dem Gesamtverkehrsaufkom-
men V = Q + 1 + Q2 + Q3 = Z1 + Z2 + Z3 = 5 000 ergeben sich die relativen Quell- und
Zielsummen zu

q1 = 0 :6; q2 = 0 :3; q3 = 0 :1;

z1 = 0 :1; z2 = 0 :1; z3 = 0 :8:

Mit dem Wilson-Modell und dem Modellparameter � = 0 :1 min� 1 ergeben sich zun•achst
die Elemente der BewertungsmatrixB ij = e� �T ij zu

B =

0

@
0 0:4966 0:3679

0:4966 0 0:5488
0:3679 0:5488 0

1

A

Man startet die Iteration mit f i = gi = 1 und setzt die jeweils aktuellstenWerte von f i
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und gi fortlaufend in (4.19) ein:

Iteration i = 1 i = 2 i = 3
0 f 1 = 1 f 2 = 1 f 3 = 1
0 g1 = 1 g2 = 1 g3 = 1
1 f 1 = 0 :321808176647478f 2 = 0 :146670797315656f 3 = 0 :0521732485668318
1 g1 = 0 :241641497008773g2 = 0 :298410105823893g3 = 3 :18655908107113
2 f 1 = 0 :384099031406901f 2 = 0 :138425776173922f 3 = 0 :0290763184178919
2 g1 = 0 :215733059387455g2 = 0 :289753337754216g3 = 3 :24743684082831
3 f 1 = 0 :386029450360936f 2 = 0 :137670610406493f 3 = 0 :028687649604386
3 g1 = 0 :215077700082051g2 = 0 :289761611156671g3 = 3 :2486626136856
4 f 1 = 0 :386079207727287f 2 = 0 :137648151373062f 3 = 0 :028679510817527
4 g1 = 0 :21506122851403 g2 = 0 :289763472532253g3 = 3 :24869110728804

O�ensichtlich wird bereits nach vier Iterationen eine Konv ergenz bis zur f•unften sig-
ni�kanten Stelle erreicht. Setzt man die Ergebnisse der letzten Iteration f•ur f i und gi

in (4.2) ein, erh•alt man die Verkehrsstrommatrix f•ur die Q ZG WA:

Vij 1 2 3 Qi

1 415.15 277.77 2307.07 3 000
2 73.50 199.43 1227.08 1 500
3 11.35 22.80 465.85 500

Z j 500 500 4 000 5 000

Die Zeilen- und Spalten-Randsummen wurden als Test der Konvergenz des Verfahrens
ebenfalls mit angegeben. Bereits nach 4 Iterationen sind die harten Randsummenbedin-
gungen auf sechs signi�kante Stellen erf•ullt.

Verst•andnisfrage:
Entsprechen die L•osungen (4.12), (4.14) und (4.16) jeweils der Struktur des
Grundmodells? Wie sehen ggf. jeweils die Multiplikatorenf i und gj aus?

4.6. Spezielle Verteilungsmodelle

Die Modelle unterscheiden sich neben der gerade besprochenen Art der Kopplung an
die Quell- und Zielsummen und der De�nition des Widerstandes W (Abschnitt 4.3) vor
Allem durch die funktionale Form der Bewertungsfunktion B (W ).

Zufallsmodell

Im Zufallsmodell sind alle Wege gleich attraktiv:

B (Wij ) = const. ) Vij =
Qi Z j

V
Zufallsmodell. (4.20)
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Q1=5

Z2=3
Q2=2

Z1=5

Z3=2
Q3=3

w=50 min

w=50 min

w=10 min

Figure 4.5.: Verteilung bei drei Bezirken mit vorgegebenenWiderst•anden, Quell- und
Zielsummen (bzw. -potentialen im Falle weicher RSB).

Dies ist allenfalls realistisch in sehr kleinr•aumigen Untersuchungsgebieten, in denen Ent-
fernungen eine untergeordnete Rolle spielen. Die L•osungsformeln f•ur die Verkehrsstrom-
matrix des Zufallsmodells sind, im Gegensatz zu anderen Bewertungsfunktion, f•ur alle
vier der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Ankopplungen (i)-(iv) an die Randsummen
dieselben. Man muss nur ggf. Quell- und Zielsummen durch dieentsprechenden Po-
tentiale ersetzen.

Aufgabe: L•osung des Zufallsmodells

Leiten Sie die L•osung (4.20) f•ur das ZufallsmodellB ij = 1 mit beidseitiger Fixierung
aus den Formeln (4.19) her.Hinweis: In diesem Fall ist keine Rekursion notwendig,
sondern man erh•alt direkt f i = c1qi und gj = c2zj mit zwei Konstanten c1 und c2.

Verst•andnisfrage:
Machen Sie sich klar, dass man f•ur die verschiedenen, in Abschnitt
4.5 dargestellten Ankopplungen an weiche und harte RSB stets eine
L•osungsfunktion der Form (4.20) bekommt, wobei man ggf. die Quell- und
Zielsummen durch die entsprechenden Potentiale ersetzt.

Aufgabe: Konkrete Verteilung mit dem Zufallsmodell

Berechnen Sie die VerkehrsstrommatrixVij f•ur ein aus drei Bezirken bestehendes
Untersuchungsgebiet gem•a� Abb. 4.5!
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Figure 4.6.: Klassisches Gravitationsmodell mit der Bewertungsfunktion
B (W ) = ( W0=W)E .

Gravitationsmodell

Im klassischen Gravitationsmodell ist die Bewertungsfunktion durch die Potenz-
funktion

B (W ) = min

 �
W0

W

� E

; 1

!

; E > 0 (4.21)

gegeben.3 Hierbei gibt der charakteristische Widerstand W0 den Widerstandswert an,
bei dem die Bewertungsfunktion=1 ist. Das Modell hat seinenNamen aufgrund der
Analogie mit dem Gravitationsgesetz der Physik,

Fgrav =

m 1m2

r 2

mit der Gravitationskonstante 
 und den beiden Massenm1 und m2 im Abstand r .
Diese Beziehung entspricht in (4.21) dem ExponentenE = 2. Verallgemeinerungen
mit beliebigen Exponenten E > 0 werden aber auch als \klassisches Gravitationsmod-
ell" bezeichnet. Auch allgemeinere Widerstandsfunktionen wie die des weiter unten
besprochene Logit-Modells oder des EVA-Modells werden bisweilen als(verallgemein-
erte) Gravitationsmodelle bezeichnet.

Abb. 4.6 zeigt, dass die Abstandsabh•angigkeit mit wachsendem Exponenten immer
ausgepr•agter wird. F•ur kleine Untersuchungsgebiete (z.B. kleine Kreisst•adte), bei denen
auch die gr•o�ten Entfernungen noch akzeptabel sind, nimmt man daher kleine Expo-
nenten (z.B. E = 0 :5) an, w•ahrend f•ur gro�e Untersuchungsgebiete wie den Gro�raum

3wobei die Begrenzung durch die Minimum-Funktion teils unkor rekterweise weggelassen wird.
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Dresden h•ohere Werte (z.B.E = 3) dem Sachverhalt angemessen sind. F•urE = 0 wird
das klassische Gravitationsmodell zum Zufallsmodell.

Das klassische Gravitationsmodell hat einige Nachteile, weshalb es f•ur ernsthafte An-
wendungen nicht mehr eingesetzt wird und f•ur sehr kleine Untersuchungsgebiete sogar
das Zufallsmodell vorzuziehen ist:

ˆ B (W ) ist, je nach Formulierung, entweder nicht auf Werte � 1 beschr•ankt, wodurch
sehr kleine Wege unverh•altnism•a�ig stark bevorzugt werden, oder es gibt beim
Widerstand eine unnat•urliche abrupte •Anderung der Attraktivit•atsbewertung.

ˆ die zur Bewertungsfunktion geh•origeElastizit•atsfunktion

� B (W ) =
d ln B (W )

d ln W
=

W
B

dB (W )
dW

= E (4.22)

ist konstant, was nicht den Beobachtungen entspricht. Ein Beispiel f•ur E = 1
verdeutlicht dies:

{ Vergleicht man zwei Wege mitW1 = 1 min und W2 = 2 min, so gilt B (W1) =
2B (W2), also wird der eine Minute lange Weg doppelt so hoch bewertet wie
der 2 Minuten lange, obwohl dieser Unterschiedin praxi irrelevant ist. Der
Quotient sollte also nicht stark von 1 verschieden sein (vgl. Abb. 4.1).

{ Gilt dagegen W1 = 120 min und W2 = 240 min, so ist der Quotient der
BewertungenB (W1)=B(W2) ebenfalls =2. In diesem Falle ist jedoch der Weg
2 mit 240 Minuten prohibitiv lang (es handelt sich ja um einen Weg, z.B.
einen WA-Weg!), w•ahrend 120 min im Extremfall, zumindest kurzfristig und
f•ur WA-Wege, gerade noch akzeptabel sein kann. Der Quotient sollte also in
diesem Fall viel gr•o�er als 2 sein.

F•ur gro�e Widerst•ande (lange Wege) kann durch einen Exponenten E > 1 eine akzept-
able Modellierung erreicht werden.

Aufgabe: klassisches Gravitationsmodell

Berechnen Sie die VerkehrsstrommatrixVij f•ur das Untersuchungsgebiet gem•a�
Abb. 4.5 bei quellseitig harten und zielseitig weichen RSB mit dem klassischen
Gravitationsmodell und den Parameters•atzen

(i) W0 = 10 min, E = 1,

(ii) W0 = 10 min, E = 2.

Werden die langen Wege von und zu Bezirk 3 f•urE = 2 weniger benutzt als f•ur
E = 1? Wenn ja, wo 
ie�t dann der Rest des fest vorgegebenen Quellverkehrs hin?
Vergleichen Sie auch mit dem Ergebnis des Zufallsmodells und mit dem Gravita-
tionsmodell f•ur quellseitig weiche und zielseitig harte Kopplung!
Hinweis: Nehmen Sie innerbezirkliche Widerst•andeWii = 0 min an.
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Figure 4.7.: Logitmodell mit der Bewertungsfunktin B (W ) = e� �W .

Logit- Modell bzw. Modell von Wilson

Das Logit-Modell der Verteilung ist durch die exponentielle Bewertungsfunk-
tion

B (W ) = e� �W (4.23)

charakterisiert. Interessanterweise kann diese Form der Bewertungsfunktion zusammen
mit den Grundgleichungen der Verteilungen aus demWilson'schen Entropieansatz
hergeleitet werden, vgl. Abschnitt 4.9.1.

Der Exponent � charakterisiert dabei typische Widerst•ande, bei denen sich die Attrak-
tivit•at von Wegen merklich verschlechtert. Insbesondereist der \Halbwerts-Widerstand"
W1=2, bei dem die Bewertung vom Maximalwert 1 auf die H•alfte gefallen ist, durch

W1=2 =
ln 2
�

(4.24)

gegeben (vgl. Abb. 4.7). Das Logit-Modell der Verteilung hat folgende Eigenschaften:

ˆ F•ur kleine Widerst•ande ist die Funktion konsistent mit de n Beobachtungen: Es
gilt B (0) = 1 und B 0(0) = � � .

ˆ F•ur gro�e Widerst•ande ist problematisch, dass das Bewerungs-Verh•altnis

B (W1)=B(W2) nur von der Di�erenz der Widerst•ande abh•angt. Falls W2 = W1 +
� W mit � W =const, so gilt

B (W2)
B (W1)

=
B (W1 + � W )

B (W1)
=

e� � (W1+� W )

e� �W 1
= e� � � W = const.

76



4. Zielwahl bzw. Verkehrsverteilung

Beispiel mit � = ln 2 =10 min und � w = 10 min: In diesem Falle gilt B (W2) =
2B (W1), der k•urzere Weg wird also doppelt so hoch bewertet. W•ahrend dies beim
Vergleich eines 10 min langen und 20 min langen Weges realistisch erscheint, ist
der subjektive Unterschied beim Vergleich eines 110 min langen mit einem 120 min
langen Weg nicht mehr so hoch.

Die Eigenschaften der Exponentialfunktion sind also komplement•ar zu denen der
Potenzfunktion: geeignet f•ur kleine Widerst•ande und ungeeignet f•ur sehr gro�e. Dies
wird am Beispiel der empirischen Reisezeitverteilung in Abb. 4.13 im Vergleich mit
der aus dem Logit-Modell berechneten theoretischen Verteilung mit der Dichtefunktion
f (W ) / W B (W ) (vgl. Abschnitt 4.7) klar: F•ur Widerst•ande (Reisezeite n) kleiner
als der vierfachen mittleren Reisezeit ist die •Ubereinstimmung gut (linkes Bild), f•ur
gr•o�ere Widerst•ande gibt es starke Abweichungen (rechtes Bild). Um eine f•ur alle Modi
vereinheitlichte Darstellung zu erhalten, wurde als unabh•angige Variable der auf das
arithmetische Mittel bezogeneskalierte Widerstand

w =
W

E (W )
(4.25)

gew•ahlt. In dieser Darstellung ist � durch den beobachteten Mittelwert E (W ) �xiert,
es gibt alsokeinen Fitparameter!

Modell von Wilson als restringiertes Multinomiales Logit-Model l. Das Grundmo-
dell (4.2) bzw. (4.5) mit (4.23) stellt im Wesentlichen die Auswahlwahrscheinlichkeiten
des normalen Multinomial-Logit-Modells (MNL) dar, allerd ings mit zus•atzlichen Mul-
tiplikatoren, welche die Nebenbedingungen (4.6) ber•ucksichtigen: Identi�ziert man den
mit der Sensitivit•at � multiplizierten Wegewiderstand �W ij = � Udet

ij mit der negativen
deterministischen Nutzenfunktion des MNL, lauten die Auswahlwahrscheinlichkeiten des
normalen unrestringierten MNL

Pij = vij =
Vij

V
=

exp(� �W ij )
P

kl exp(� �W kl )
= c exp(� �W ij )

Durch die Randsummenbedingungen werden aus der Konstantenc die beiden Multip-
likatoren f i und gj , siehe auch die Abschnitte 4.5.4 und 4.9.1.

Aufgabe:Rechenbeispiel f•ur das Logitmodell

Berechnen Sie die Verkehrsverteilung f•ur das Untersuchungsgebiet em•a� Abb. 4.5
f•ur das Wilson-Modell ( � � 1 = 10 min) f•ur quellseitig weiche und zielseitig harte
RSB!

Auf die EFG-Funktion (EVA-Funktion) basierendes Modell

Bei der Entwicklung der von Prof. Lohse vorgeschlagenenEFG-Funktion (benannt
nach ihren Parametern, manchmal auch alsEVA-Funktion bezeichnet), wurde ver-
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Figure 4.8.: Die EFG- oder EVA-Funktion B (W ) (links) und der dazugeh•orige Exonent
� (rechts). Die jeweils erste Kurve entspricht den kalibrie rten Werten der
Abb. 4.10.

sucht, die positiven Eigenschaften der Potenzfunktion f•ur gro�e Widerst•ande mit einem
plausiblen Verhalten f•ur kurze Entfernungen zu verkn•upfen. Konkrete soll diese Funk-
tion folgende Vorgaben erf•ullen:

ˆ monoton fallend,

ˆ das Verhalten bei kleinen Widerst•anden ist durchB (0) = 1, B 0(0) < 0 und B 00(0) <
0 charakterisiert,

ˆ es gibt einen charakteristischen WiderstandW0, ab dem Wege deutlich unattrak-
tiver werden,

ˆ das asymptotische Verhalten f•ur gro�e Widerst•ande ist das einer Potenzfunktion:
B (W ) / W � E f•ur W � W0.

Dies wird durch folgende Funktion erf•ullt:

BEVA (W ) =
1

(1 + w) � (W )
(4.26)

mit dem Exponenten

� (W ) =
E

1 + e
F

�
1� W

W 0

� (4.27)

Im Wesentlichen beschreibt Gl. (4.26) eine Potenzfunktion, allerdings mit variablem
und mit W ansteigenden Exponenten �(W ). Manchmal wird der dritte Parameter W0

auch durch G = FW0 ersetzt, daher kommt auch der Name 'EFG-Funktion".
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ˆ Prinzipiell verh•alt sich die EVA-Funktion wie ein klassis ches Gravitationsmod-
ell (4.21) mit selber Bedeutung der typischen ReiseweiteW0 und des Exponenten
E, allerdings mit weichem •Ubergang in der N•ahe vonW = W0.

ˆ Der st•arkste Anstieg von �( W ), also der Wendepunkt, ist durch den Parameter
W0 gegeben.4.

ˆ Wie steil �( W ) in der N•ahe von W0 ansteigt (bzw. B(W) abf•allt), ist durch den
Parameter F charakterisiert. Je gr•o�er F , desto steiler der Anstieg von � bzw.
der Abfall von B bei W = W0 und desto 
acher sind beide Kurven f•ur sehr kleine
Widerst•ande. Die Zone des steilen Abfalls hat etwa die Breite von W0 f•ur F im
Bereich 3-4.

ˆ F•ur W � W0 n•ahert sich �( W ) seiner Asymptote E an. F•ur diesen Fall kann
man in (4.26) auch 1 gegen•uberW vernachl•assigen, so dass sich das gew•unschte
Potenzgesetz-VerhaltenB / W � E ergibt, also \Heavy tails" f•ur gro�e Widerst•ande
in der Verteilungsfunktion (vgl. Abb. 4.10).

ˆ F•ur W ! 0 hingegen ergibt sich unabh•angig von �(0) der Wert B (W ) = 1.

Typische Werte sind E = 3, F = 5 und W0 = 30 min. Der Wert von W0 entspricht in
etwa dem mittleren Widerstand, ist also f•ur Fu�g•anger und Radfahrer niedriger als f•ur
Kfz und •OV (vgl. Abb. 4.2). Manchmal wird der Parameter W0 mittels der De�nition
W0 = F=G durch den ParameterG ersetzt, dieser ist aber weniger anschaulich.

Konzeptionell problematisch an der EFG-Funktion ist der Faktor (1+ w) in (4.26), da
der Widerstand W im Allgemeinen einheitenbehaftet ist (z.B. 1 Minute) und damit { im
Gegensatz zu allen anderen vorgestellten Bewertungsfunktionen { eine Einheiten•anderung
(z.B. auf Stunden oder auch auf Energieeinheiten) eine nicht durch Neuanpassung der
Parameter korrigierbare •Anderung der funkionalen Form bewirkt. Dies l•asst sich nur
dadurch korrigieren, dass man anstelle vonBEVA (W ; E; F; W0) die Funktion

~BEVA (W ; E; F; W0) = BEVA (W=W0; E; F; 1) (4.28)

betrachtet, welche sich mittels W0 an verschiedene Einheiten skalieren l•asst. Im Gegen-
satz zur urspr•unglichen Funktion l•asst sich diese Funktion auch viel besser an die em-
pirischen Daten der Abb. 4.10 anpassen (das Ergebnis ist diejeweils erste Kurve in Abb.
4.8).

4.7. Empirische Bestimmung der Bewertungsfunktion

Abbildungen 4.10 und 4.11 zeigen, dass die Form derVerteilung der Reisezeiten und
Reiseweiten pro Fahrt f•ur alle Verkehrsmittel und in verschiedenen L•andern •ahnlich

4W0 ist i.A. jedoch nicht der Wendepunkt der EVA-Funktion selbst!
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Figure 4.9.: Die Quellsummen und Zielsummenbedingungen erzwingen f•ur abgelegene
Bezirke, hier Bezirk 4, auch die Benutzung langer, unattraktiver Wege.

ist, was auf eine einheitliche Form der Bewertungsfunktionschlie�en l•asst. Dies wird
deutlich, wenn man den Widerstand skaliert, auf den f•ur das jeweilige Verkehrsmittel
geltendenmittleren Widerstand E (W ) darstellt (Abb, 4.13 weiter unten). Die Param-
eter, insbesondere der typische WiderstandW0 als Ma� f•ur den mittleren Widerstand
bzw. Zeitbedarf eines Weges, h•angt jedoch im Allgemeinen von der QZG und dem
Verkehrsmittel ab, vgl. Abbildung 4.2.

Beim Vergleich der Dichten der empirischen Reiszeit- bzw. Widerstandsverteilungen
f•allt sofort auf, dass diese nicht proportional zu den Bewertungsfunktionen B (W ) sind:
W•ahrend bei verschwindendem Widerstand die BewertungB (0) = 1 maximal ist, f•allt
dort die Dichte der Reiszeitverteilung auf Null ab. Wie kann das sein, wo dochB (W )
als Wahrscheinlichkeit f•ur die Realisierung eines Weges angesehen werden kann und wir
B (W ) mit Hilfe der Reisezeitverteilung kalibrieren wollen?

Die L•osung besteht darin, dass die Reisezeitverteilungsdichte f (W ) nicht nur von
der Bewertungsfunktion B (W ), sondern auch von den RSB (vgl. Abb. 4.9) sowie der
Infrastruktur (Abb. 4.12) abh•angt: Da nach Abschnitt 4.8 d ie Bewertungsfunktion die
bedingteWahrscheinlichkeit daf•ur angibt, dass ein von den RSB her erlaubter Weg auch
tats•achlich durchgef•uhrt wird, ist die Reisezeitvertei lungsdichte f (W ) proportional zum
Produkt aus B (W ) und der Dichte � (W ) an erlaubten Wegen mit Widerstand W . Da
� (W ) ! 0 f•ur W = 0 (es gibt keine erlaubten Wege mit Reisezeit =0, wenn man von
Beamenabsieht!), wird das empirische Ergebnis plausibel. F•ur eine konkrete Berechnung
tre�en wir folgende vereinfachende Annahmen:

ˆ Ein Verteilungsmodell mit globaler oder quellseitiger Fizierung nach (4.12) bzw.
(4.14) und zu bestimmender BewertungsfunktionB (Wij ) bzw. B (W ),

ˆ Bezirke mit identischer Raumstruktur, so dass die Erzeugung Qi = Q und Z j = Z
ergibt.

Nach Gl. (4.14) ist der Verkehrsstrom von i nach j durch

Vij =
B ij Qi ~Z j
P

k
B ik ~Zk

(4.29)
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Figure 4.10.: Empirisch aus Umfragen gewonnene Reisezeit-Verteilungen (links) und
Reiseweiten-Verteilungen (rechts). Die Symbole stammen jeweils aus em-
pirischen Befragungs-Daten und die durchgezogene Kurven vom Wilson-
Modell mit den Annahmen in Abschnitt 4.7. Der ge�ttete Param eter �
dieses Modells betr•agt � � 1 = 7 min f•ur Fu�g•anger und 12 min f•ur MIV.
Als mittlere Geschwindigkeiten wurden VFu� = 6 km/h und VMIV = 40
km/h angenommen.

Figure 4.11.: t•agliche Reiseweitenverteilung in China. Die Wege wurden haups•achlich
mit dem Fahrrad und dem •OV zur•uckgelegt. Es gab im Mittel nur 2.5
Wege pro Tag.
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Figure 4.12.: Isochronen in Dresden f•ur von dem Rathaus ausbeginnenden Routen
(links) und Zieldichte bei homogener Raumstruktur (rechts).

gegeben. Mit den konstanten Quellsummen und Zielpotentialen, Qi = Q und ~Z j = ~Z ,
vereinfacht sich dies zu

Vij = Q
B ijP

k
B ik

: (4.30)

Wir f•uhren nun zwei Verteilungen •uber ihre Zielfunktione n ein:

ˆ Die Zieldichte � (w) gibt die Dichtefunktion der Verteilung der Widerst•ande Wij

der Wege von einem festen Ausgangsbezirki zu den verschiedenen Zielbezirken an.
De�niert man die Teilsumme

P
j w

aller Bezirke, die sich mit Streckenwiderst•anden
zwischenw und w + d w erreichen lassen,

X

j w

=
X

j :W ij 2 [w;w+ d w ]

(4.31)

und l•asst d ! 0 gehen, gilt mit der Gesamtzahln =
P

j an Bezirken:

1
n

X

j w

1 = � (w) dw : (4.32)

ˆ Die Dichtefunktion f (w) der Widerst•ande der realisierten Wege l•asst sich mit
(4.31) und der QuellsummeQ =

P
j Vij schreiben als

1
Q

X

j w

Vij = f (w) dw (4.33)
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Setzt man nun f•ur Vij das Grundmodell (4.30) ein, erh•alt man mit den obigen De�ni-
tionen der Dichtefunktionen:

f (w) dw =
1
Q

X

j w

Vij

=

P
j w

B ij
P

j B ij

=
B (w)

P
j w

1
P

j B ij

=
B (w)n� (w) dw

1R

0
B (w0)n� (w0) dw0

;

und damit das Ergebnis

f (w) =
� (w)B (w)

1R

0
� (w0)B (w0) dw0

: (4.34)

4.7.1. Spezialfall eines r•aumlich homogenen Untersuchun gsgebietes

Abbildung 4.12 verdeutlicht, dass bei r•aumlich homogenerRaum- und Infrastruktur, wie
sie etwa innerhalb gro�er St•adte angen•ahert anzutre�en i st, die Zahl der Ziele zwischen
zwei IsochronenTij = T und Tij = T + dT proportional zu T ist.

Dies wird durch die idealisierte Raumstruktur auf Abb. 4.12 veranschaulicht: Bei ho-
mogener Raumstruktur sind die potenziellen Ziele (jedes Ziel ist hier symbolisiert durch
ein kleines Hexagon) gleichm•a�ig verteilt mit der Dichte � z (=z.B. Zahl der Ziele pro
km2). Von jedem Quellbezirk aus (z.B.Q1 oder Q2 ist die Zahl der neuen Ziele pro Ab-
stands•anderung � r gegeben durchdnz

dr = 2 �� zr , zumindest solange man sich innerhalb
des homogenen Untersuchungsgebietes be�ndet. Falls der Widerstand bzw. die Reisezeit
linear mit der Entfernung ansteigt, W = r=v, gilt f•ur die widerstandsbezogene Zieldichte
� (W ) = dnz

dW = 2 �� zv2W / W . Damit erh•alt man als Endergebnis die Sch•atzung der
Widerstandsverteilung der durchgef•uhrten Routen als Funktion der Bewertungsfunktion:

f (W ) =
W B (W )

1R

0
W 0B (W 0) dW 0

: (4.35)

Beispielsweise ergibt sich f•ur die sich aus den Wilson-Ansatz ergebende exponentielle
Bewertungsfunktion (4.54) die Dichtefunktion der Widerstandsverteilung als Funktion
des auf den Erwartungswert normierten Widerstandesw = W=E (W ) als

f (w) = 4 we� 2w : (4.36)
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Figure 4.13.: Empirische Verteilung (Symbole) der skalierten Widerst•ande w =
W=E (W ) in halblogarithmischer Darstellung. Die linke Gra�k zeig t die
Daten von Abb. 4.10 zusammen mit denen weiterer Verkehrsmittel. Die
rechte Gra�k ber•ucksichtigt auch die \Ausrei�er" extreme r Reisezeiten. Die
durchgezogenen d•unnen bzw. dicken Kurven stellen das theoretische Ergeb-
nis Gl. (4.36) bei Verwendung des Wilson-Ansatzes bzw. einer skalierten
EFG-Funktion (EVA-Funktion) dar (vgl. Haupttext).

Das wesentliche Ergebnis dabei ist, dass aufgrund des Mangels an sehr nahen Zielen die
Wahrscheinlichkeitsdichte f•ur sehr geringe Widerst•ande mit dem Widerstand zunimmt,
und zwar f•ur alle Modi. Insbesondere gilt f•ur sehr geringe Widerst•ande ein linearer
Anstieg f (W ) / W , was konsistent mit den Abbildungen 4.10 und 4.11 ist.

Die Abbildung 4.13 zeigt, dass das parameterfreie (!) Ergebnis (4.36) f•ur die Dichte-
funktion des skalierten Aufwandsw = W=E (W ) der durchgef•uhrten Wege bemerkenswert
gut mit empirisch erfassten Daten •ubereinstimmt. Bei sehr gro�en Zeiten sieht man
allerdings in der halblogarithmischen Darstellung deutliche Abweichungen, die durch
verfeinerte Widerstandsfunktionen wie der EFG-Funktion ber•ucksichtigt werden k•onnen.
Bemerkenswerterweise liefert Gl. (4.36) mit der EFG-Funktion (4.26) eine Dichtefunk-
tion f•ur den skalierten Aufwand bzw. die skalierte Reisezeit w,

f EVA (w) =
wBEVA (w)

R1
0 w0BEVA (w0) dw0

; (4.37)

welche sich viel besser an die Daten anpassen l•asst. Die Abbildung 4.13 zeigt das Ergeb-
nis mit den kalibrierten Parametern E = 4 :7, F = 1 :2 und w0 = W0=E (W ) = 1.

Verteilung der skalierten Reisezeit

Leiten Sie die Beziehung
f (w) = 4 we� 2w

f•ur die nach dem Wilson-Modell erwartete Verteilung der skalierten Reisezeitw =
W=E (W ) aus dem allgemeinen Ausdruck (4.35) her!
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Verkehrsleistung aus der Verkehrsstrommatrix

Aus dem Verteilungsergebnis, insbesondere aus der Reisezeitverteilung, kann man
unter der Annahme einer bekannten mittleren Reisegeschwindigkeit E (v) = v0 die
gesamte Verkehrsleistung in Fz*km bzw. Personen*km herleiten.
Leiten Sie einen Ausdruck f•ur die Verkehrsleistung (i) ganz allgemein ausVij und
B ij , (ii) aus der Dichtefunktion f (W ) f•ur das Wilson-Modell her. Nehmen Sie
dabei an, dass der Widerstand durch die Reisezeit gegeben ist.

Fehler zwischen Empirie und Modell

In Abb. 4.13 gibt es bei hohen Widerst•anden,W > 4E (W ), starke Abweichun-
gen zwischen den empirischen Daten und der mit dem Wilson-Modell berechneten
theoretischen Kurve.

(a) Sch•atzen Sie (i) den Anteil der Fahrten und (ii) den Ante il an der Verkehrsleis-
tung bzw. der Verkehrsbelastung ab, der von dieser Abweichung betro�en ist
(L•osung: Etwa 1% der Fahrten und 5% de Verkehrsleistung.)

(b) Wann ist eine korrekte Modellierung der auf die l•angsten Wege entfallenden
5% der Verkehrsleistung dennoch wesentlich?

4.8. Herleitung des Grundmodells mit dem Satz von Bayes

Die Wahrscheinlichkeit, mit der eine m•ogliche Verbindung von i nach j realisiert wird,
h•angt nicht nur von der mit der Bewertungsfunktion gemessenen Attraktivit•at der Route
ab, sondern auch von den RSB: In Abb. 4.9 sind f•ur den isolierten Bezirk alle Wege
lang. Um dennoch die Quellsummenbedingung

P
j V4j = Q4 und ZielsummenbedingungP

i Vi 4 = Z4 zu erf•ullen, m•ussen diese langen Wege dennoch benutzt werden. Hingegen
werden die langen Wege 5$ 1 und 6 $ 1 kaum benutzt, da es eine k•urzere Alternative
5 $ 6 gibt.5

Wir k•onnen deshalb B ij = B (Wij ) nicht einfach als unbedingte (\a-priori "-) Wahrschein-
lichkeit de�nieren, sondern nur als bedingte Wahrscheinlichkeit :

B ij = B (Wij ) = P
�
RjA i \ E j

�
: (4.38)

Hierin sind die Ereignisse wie folgt de�niert:

5Dieses Beispiel ist besonders anschaulich, wenn man innerbezirklichen Verkehr Vii ausschlie�t.
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4. Zielwahl bzw. Verkehrsverteilung

ˆ A i : Die Route beginnt in Bezirk i ,

ˆ E j : Die Route endet in Bezirk j ,

ˆ R: Die Ortsver•anderung (\Route") wird tats•achlich durchg ef•uhrt.

Schlie�lich bedeutet P(AjB ) ganz allgemein die bedingte Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass
Ereignis A statt�ndet, unter der Bedingung, dass das Ereignis B zutri�t bzw. stattge-
funden hat. Damit bedeutet B ij die bedingte Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass die Route
von i nach j gew•ahlt wird, wenn man RSB au�er acht l•asst, also a priori diese Route als
zul•assig, also konsistent mit den RSB, annimmt. Dies ist dann gegeben, wenn ein Start
in Bezirk i m•oglich ist, so dass man diea-priori -Bedingung A i auf \wahr" setzen kann
und gleichzeitig (logisches Symbol\ ) eine Ankunft in Bezirk j m•oglich ist, also E j auf
\wahr" gesetzt werden kann.

Die Verkehrsstrommatrix kann man ebenfalls durch bedingteWahrscheinlichkeiten
ausdr•ucken. Die Summe aller Wege ist gegeben durch das Gesamtverkehrsaufkommen

V =
X

ij

Vij : (4.39)

Nach der statistischen De�nition der Wahrscheinlichkeit ( \Wahrscheinlichkeit gleich rel-
ativer H•au�gkeit f•ur eine gro�e Zahl von zuf•alligen Erge bnissen") ist die Wahrschein-
lichkeit daf•ur, dass ein Weg in Bezirk i beginnt (A i ) und in j endet (E j ), wenn er
•uberhaupt angetreten wird ( R), gegeben durch die relative H•au�gkeit Vij =V:6

P
�
A i \ E j jR

�
=

Vij

V
= vij : (4.40)

Diese Gleichung dr•uckt die Verkehrsstrommatrix durch die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A i \ E j jR) aus, w•ahrend nach Gl. (4.38) die Bewertungsmatrix durch die \umgekehrte"
bedingte Wahrscheinlichkeit P(RjA i \ E j ) de�niert ist. Wir ben•otigen also eine statistis-
che Satz, welche diese beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten in Beziehung setzt. Dieser
Satz ist der Satz von Bayes , der sich direkt aus der Produktregel f•ur Wahrschein-
lichkeiten, P(A \ B ) = P(A)P(B jA) = P(B )P(AjB ) ergibt. Er lautet allgemein

P(AjB ) = P(B jA)
P(A)
P(B )

: (4.41)

Setzt man hier f•ur die EreignisseA � A i \ E j und B � R, so erh•alt man mit (4.38) die
Verkehrsstrommatrix in Abh•angigkeit der Bewertungsmnat rix:

Vij = V P
�
A i \ E j jR

�
= V Bij

P(A i \ E j )
P(R)

: (4.42)

Schlie�lich ber•ucksichtigen wir noch, dass die a-priori -Ereignisse A i und E j als un-
abh•angig angesehen werden k•onnen: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein potentieller (nicht

6Man sollte immer im Hinterkopf behalten, dass es in der Verke hrsplanung grunds•atzlich um Mittelwerte
von Zufallsgr•o�en geht!
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unbedingt benutzter!) Weg im Bezirk j endet, wird nicht vom Ausgangsbezirki beein-

usst, solange es nur •uberhaupt eine Verbindung voni nach j gibt. Es gilt also

P(A i \ E j ) = P(A i )P(E j jA i ) = P(A i )P(E j ): (4.43)

Damit erhalten wir das Grundmodell der Verkehrsverteilung (4.2), welches hier
der •Ubersichtlichkeit halber noch einmal hingeschrieben ist:

Vij = V Bij f i gj ; B ij = B (Wij ) Grundmodell der Verteilung

Die Verkehrsstrommatrix Vij ist also proportional der Bewertungsmatrix B ij , aber enth•alt
zwei zus•atzliche Faktoren f i und gj , die nur von i bzw. j abh•angen. Die einzelnen Fak-
toren sind nicht eindeutig bestimmt, sondern nur ihr Produkt. Mit Gl. (4.42) und (4.43)
kann man z.B. setzen: f i = P(A i )=P(R) und gj = P(E j ). Dies ist aber nicht relevant,
da die f i und gj i.A. direkt duch (rekursives) Einsetzen in die Randsummenbedingungen
bestimmt werden, vgl. Abschnitt 4.5 weiter unten.

Gleichung (4.2) ist ein Gleichungssystem, in dem die Unbekannten f i und gj immer
als Proportionalit•atsfaktoren vorkommen. Man nennt deshalb dieses Grundmodell auch
das bilineare Modell der Verteilung .

Zu beachten ist, dass die innerbezirklichen Wege i.A. die k•urzesten sind, so dass die
DiagonalelementeB ii der Bewertungsmatrix und damit letztendlich die Diagonalele-
mente Vii der Verkehrsstrommatrix h•au�g gr•o�er als die Nichtdiago nalelemente sind.
Die innerbezirklichen Wege fallen jedoch beim letzten Schritt der Verkehrsplanung, der
Umlegung, unter den Tisch. Von daher stellt sich die Forderung nach m•oglichst vielen
Verkehrsbezirken, so dass f•ur alle Bezirke die Bedingung

Vii �
X

j;j 6= i

Vij

erf•ullt ist. Der vernachl•assigte Binnenverkehr sollte also im Vergleich zur Summe der
sonstigen Fl•usse klein sein. Andererseits muss man die Bezirke nat•urlich so w•ahlen, dass
Raumstrukturdaten daf•ur verf•ugbar sind.

Verst•andnisfrage:
Machen Sie sich klar, dass die Unabh•angigkeit der A-Priori-
Wahrscheinlichkeiten f•ur g•ultige Start- und Zielpunkte von Wegen,
P(A i \ E j ) = P(A i )P(E j ), nicht f•ur die bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt:
P(A i \ E j jR) 6= P(A i jR)P(E j jR)!

Verst•andnisfrage:
Dr•ucken Sie P(A i jR) und P(E j jR) durch Quell- und Zielsummen sowie den
Gesamtverkehr aus. Was bedeutetP(A i jR) in Worten?
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IVI IIIII

Figure 4.14.: Einige einfache Verkehrsstrommatrizen zur Bestimmung der Information-
sentropie

4.9. Herleitung des Grundmodells mit der Entropie-Methode

Wie bereits erw•ahnt, stellt die Verkehrsstromatrix Mitte lwerte von statistisch schwank-
enden Verkehrsaufkommen dar, welche dar•uberhinaus •uberden Bezugszeitraum integri-
ert werden. Zu jedem konkreten SatzVij von Verkehrsstr•omen, die den RSB gen•ugen,
gibt es daher eine Vielzahl von \mikroskopischen" zeitabh•angigen Verkehrs
uss-Szenarien,
die genau zu diesen \makroskopischen" Fl•ussenVij f•uhren. Dabei gibt es f•ur einige
Verkehrsstrommatrizen mehr \mikroskopische" Kon�gurati onen als f•ur andere. Ein
Ma� f•ur die Zahl der Kon�gurationen ist die Informationsentropie oder Shannon-
Entropie

S = �
X

i;j

vij ld vij = �
X

i;j

vij
ln vij

ln 2
Informationsentropie der Verteilung. (4.44)

Diese Gr•o�e gibt die im Mittel ben•otigte Information in Bi ts (entspricht der Zahl der gle-
ich wahrscheinlichen Zweier-Entscheidungen) an, um von einem durchgef•uhrten Ortswech-
sel (ein \mikroskopisches" Ereignis) die Quelle und das Ziel zu erfahren. Hierbei ist ld(�)
der bin•are Logarithmus (zur Basis 2) und ln(�) der nat•urliche Logarithmus (zur Basis
e).

Verst•andnisfrage:
Wie gro� sind die Informationsentropien der in Abb. 4.14 abgebildeten vier
Verkehrs
usskon�gurationen, wenn alle abgebildeten Fl•usse gleich gro� sind?
Wie w•urde sich die Entropie qualitativ •andern, wenn bei denselben Netz-
topologien (i) die Fl•usse unterschiedlich gro�, (ii) alle Fl•usse doppelt so gro�
w•aren?

Nimmt man an, dass alle mikroskopischen Kon�gurationen gleich wahrscheinlich sind,
so ist ein konkreter Satz von Werten der Verkehrsstrommatrix umso wahrscheinlicher,
je mehr mikroskopische Kon�gurationen es f•ur sie gibt, also je gr•o�er die Information-
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sentropie der Verkehrsstrommatrix ist. Da die Zahl dieser Kon�gurationen / 2V S ist,
also drastisch mit S w•achst, sind alle Verkehrsstrommatrizen, die nicht sehr nahe am
Entropiemaximum sind, extrem unwahrscheinlich. Also kannman das Grundmodell der
Verteilung auch durch Maximierung der Entropie herleiten!

Nun gibt obige Entropieformel die ben•otigte Information f •ur den Fall an, dass mana
priori nur wei�, dass ein Ortswechsel durchgef•uhrt wurde. Durch die Bewertungsmatrix
wei� man aber mehr: Lange Wege sinda priori unwahrscheinlicher als kurze! Mit dieser
Zusatzinformation � S = �

P
ij vij ld B ij ist die im Mittel ben•otigte Information, um

Quelle und Ziel des Weges zu erfahren, gegeben durch die Entropiedi�erenz

~S = S � � S = �
1

ln 2

X

i;j

vij (ln vij � ln B ij ) = �
1

ln 2

X

i;j

vij ln
�

vij

B ij

�
: (4.45)

Die tats•achlich beobachtete Verteilung ist diejenige, welche die Entropiedi�erenz (den In-
formationsunterschied) ~S maximiert, wobei die Randsummenbedingungen als Nebenbe-
dingungen ber•ucksichtigt werden m•ussen.

Eine Maximierung oder Minimierung unter Ber•ucksichtigun g fester Nebenbedingungen
wird mit der sog. Multiplikatorenmethode von Lagrange erm•oglicht: Hat man
allgemein eine zu minimierende FunktionF (x1; x2; : : :) und Nebenbedingungen der Form
g1(x1; x2; : : :) = 0, g2(x1; x2; : : :) = 0 usw. so wird zun•achst die Lagrange-Funktion
de�niert: 7

L(x1; x2; : : :) = � F (x1; x2; : : :) +
X

j

� j gj (x1; x2; : : :):

Indem man nun statt F die Lagrange-Funktion L ableitet und gleich Null setzt, erh•alt
man Gleichungen f•urs Extremum, die neben denx i auch die Lagrange-Parameter � j

erhalten. Letztere werden danach durch die Nebenbedingungen bestimmt.
Bei der Verkehrsverteilung sieht das komplette Extremalwertproblem in der \Lagrange-

Form" wie folgt aus (der irrelevante Faktor 1=ln(2) wurde weggelassen):

~S(f vij g) = �
P

i;j
vij ln

�
vij
B ij

�
= max!

P

j
vij � qi = 0 ;

P

i
vij � zj = 0 :

(4.46)

Damit erh•alt man die Lagrangefunktion

L =
X

i;j

vij ln
�

vij

B ij

�
+

X

i

� i

0

@
X

j

vij � qi

1

A +
X

j

� j

 
X

i

vij � zj

!

(4.47)

und durch Ableiten nach den vij und Nullsetzen die Bedingungen

@L
@vij

= ln
�

vij

B ij

�
+ 1 + � i + � j = 0 : (4.48)

7Das negative Vorzeichen vor F ist willk•urlich
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Figure 4.15.: Zu einigen den RSB entsprechenden Verkehrsstrommatrizen gibt es mehr
mikroskopische Szenarien (links) als zu anderen (rechts).

Nach Au
•osen bez•uglich vij ergibt sich schlie�lich

Vij = V vij = V Bij e� (1+ � i )e� � j : (4.49)

Identi�ziert man e� (1+ � i ) = f i und e� � j = gj , ist dies genau das Grundmodell (4.2).

4.9.1. Simultane Herleitung einer Bewertungsfunktion

Alternativ zur expliziten Streckenbewertung mit Bewertun gsfunktionen kann man auch
von der Beobachtung eines festen mittleren WiderstandesE (W ) =

P
ij vij Wij ausgehen

(z.B. einer festen mittleren Reisezeit nach Abb. 4.2) und die Verkehrsverteilung suchen,
die bei diesen Vorgaben die meisten \mikroskopischen" Szenarien zul•asst, also nach
obigen •Uberlegungen die wahrscheinlichste ist.

Die Maximierung der Entropie S (nicht der Entropiedi�erenz ~S) ergibt dann folgendes
Extremalwertproblem:

S(f vij g) = �
P

i;j
vij ln vij = max!

P

j
vij � qi = 0 ;

P

i
vij � zj = 0 ;

P

ij
vij Wij � E (W ) = 0 :

(4.50)

Analog zu (4.47) erh•alt man die Lagrangefunktion

L =
X

i;j

vij ln vij +
X

i

� i

0

@
X

j

vij � qi

1

A +
X

j

� j

 
X

i

vij � zj

!

+ �

0

@
X

ij

vij Wij � E (W )

1

A

(4.51)
und durch Ableiten und Nullsetzen die Bedingungen

@L
@vij

= ln vij + 1 + � i + � j + �W ij = 0 (4.52)

und nach Au
•osen bez•uglich vij :

Vij = V vij = V e� (1+ � i )e� � j e� �W ij : (4.53)

Identi�ziert man wieder e� (1+ � i ) = f i und e� � j = gj , entspricht dies genau dem Grund-
modell (4.2) mit der Bewertungsfunktion

B ij = e� �W ij : (4.54)
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Interpretiert man den Widerstand als negativen deterministischen Nutzen (Utility ),
so ist dieseWilson'schen Bewertungsfunktion identisch zur Gewichtungsfunktion
der Logit-Modelle , die bei der Verkehrsaufteilung eine gro�e Rolle spielen werden.8

Ihr einzige Parameter � wird durch die Nebenbedingung
P

ij vij Wij = E (W ) bes-
timmt. Der Wert von � ist von der Gr•o�enordnung 2 =E (W ), aber h•angt auch von
der Art der Infrastruktur und den RSB ab (vgl. die Aufgabe \Ve rkehrsleistung aus der
Verkehrsstrommatrix" auf S. 85).

8 In der Literatur zur diskreten Wahltheorie wird der determin istische Nutzen einer Alternative, hier
i ! j , mit Udet

ij = Vij bezeichnet. Da dies hier zu Kollisionen mit den Verkehrsstrommatrixelementen
f•uhrt, wird hier immer der negative Wert, der Widerstand Wij = � �U det

ij , verwendet.
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4.10. Verwendete Symbole

i; j = 1 ; : : : ; n Z•ahlindices f•ur Bezirke

B (g;k)
ij

\Bewertungsmatrix": Wahrscheinlichkeit f•ur die positiv e Bewer-
tung eines Weges voni nach j mit Verkehrsmittel k f•ur die QZG
g (Die Indices g und k werden der •Ubersichtlichkeit halber h•au�g
weggelassen)

W (k)
ij

\Widerstandsmatrix": Verallgemeinerter Widerstand (Dis utility)
der Verbindung von i nach j mit Verkehrsmittel k.

w = W=E (W ) Auf den Erwartungswert normierter Widerstand.

B (g;k) (W )
Bewertungsfunktion des Widerstandes (z.B. die \EFG-Funktion").
Es gilt B ij = B (Wij ).

~Qi ; ~Z j
Quell- und Ziel-Potentiale, die bei \weichen" RSB an die Stelle
der Quell- und ZielsummenQi bzw. Z j treten.

V =
P

ij
Vij

Gesamt-Verkehrsaufkommen: Summe aller Fahrten in der betra-
chteten Zeiteinheit f•ur die betrachtete QZG und das betrachtete
Verkehrsmittel im gesamten Untersuchungsgebiet.

~Qi ; ~Z j
Quell- und Zielpotential: Quellsumme bzw. Zielsumme f•ur weiche
RSB

f i ,gj
Aus den RSB zu bestimmende Multiplikatoren des bilinearen
Verteilungsmodells.

R Ereignis \der Weg (von i nach j ) wurde durchgef•uhrt"

A i Ereignis \Der Anfang des Weges ist in Bezirki "

E j Ereignis \Das Ende des Weges ist in Bezirkj "

qi = Q i
V

= P(A i jR)
Spezi�sche Quellst•arke: Anteil der Fahrten, die von Bezirk i aus-
gehen

zj = Z j
V

= P(Z j jR)
Spezi�sche Senkenst•arke: Anteil der Fahrten, die in Bezirk j enden

vij = Vij
V

Spezi�sche Verkehrsstrommatrix

S
Informationsentropie der Verteilung: Im Mittel ben•otigt e Informa-
tionsmenge, um Ausgangs- und Endbezirk eines Weges anzugeben.
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5.1. Allgemeines

Grundaufgabe dieses dritten Schrittes des klassichen Vorgehens der Verkehrsplanung
(Verkehrserzeugung, -verteilung, -aufteilung und -umlegung) ist die Aufteilung (engl.
Modal Split ) von Verkehrsstr•omen auf die verschiedenen Verkehrsmittel oderModi k,
d.h., man sucht dieAnteile Ak mit

P
Ak = 1, z.B. A1: Anteil der zu Fu� zur•uckgelegten

Wege,A2: Rad, A3: •OPNV, A4: MIV (motorisierter Individualverkehr), etc. Die Anteile
k•onnen dabei auf alle Ortsver•anderungen von Bezirki nach Bezirk j (Trip-Interchange
Ansatz, siehe unten) oder auf alle von einen Bezirk ausgehenden oder eingehenden
Verkehrsstr•ome (Trip-End Ansatz ) bezogen werden. Im Rahmen des Kennwertmodells
werden die Anteile f•ur jede Quelle-Ziel-Gruppe (QZG) getrennt ermittelt.

Tabelle 5.1 zeigt als Beispiel eine m•oglicherweise nichtrepr•asentative Erhebung der
Fahrten zur Vorlesung \Verkehrsplanung" im Winter 2005: Es wurden also die Anteile
A i,WB

k der Fahrten in der QZG \WB" in den \Uni-Bezirk" i ermittelt. Die Unterschei-
dung nach Entfernungsklassen zeigt eine der wichtigsten Ein
ussgr•o�en der Aufteilung:
Aus naheliegenden Gr•unden werden bei gro�en Entfernungendie Anteile AFu� und ARad

klein, bei dementsprechend steigenden AnteilenAMIV und A •OV . Abbildung 5.1 stellt die
aus der Tabelle gewonnenen Anteile gra�sch dar. Zum Vergleich sind auch die mit den
im Abschnitt 5.5 vorgestellten Multinomial-Logit-Modell gewonnenen theoretischen
Ergebnisse dargestellt.
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Fu� Rad •OV Kfz

0-1 km 4 3 1 0

1-2 km 2 7 7 0

2-5 km 0 6 10 2

5-10 km 0 1 10 2

> 10 km 0 0 9 1
P

6 17 37 5

A (WB)
k

6/65 17/65 37/65 5/65

Table 5.1.: Erhebung des zur Fahrt \Wohnung-Universit•at" bevorzugt verwendeten
Verkehrsmittels in Abh•angigkeit der Entfernung (Dezember 2005, N = 65
anwesende Studierende).
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Figure 5.1.: Darstellung des aus Tabelle 5.1 gewonnenen kumulierten Modal-Splits in
Abh•angigkeit der Entfernung (Symbole). Die durchgezogenen Kurven
stellen die nach dem kalibrierten Multinomial-Logit-Modell in Abh•angigkeit
der Entfernung zu erwarteten Anteile dar. (N•aheres dazu inAbschnitt 5.5).
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Die Aufgabenstellung der Aufteilung unterscheidet sich inAbh•angigkeit der globalen
Vorgehensweise (vgl. Abb. 4.3):

ˆ Beim Trip-End-Ansatz werden die Anteile A (ig )
k f•ur das Verkehrsmittel k im

Quell- oder Zielverkehr der QZG g im Bezirk i empirisch erfasst, z.B. durch die
relative H•au�gkeit von entsprechenden Umfrageergebnissen, vgl. Tabelle 5.1. Das
Ergebnis sind verkehrsmittelaufgel•oste Quell- und Zielsummen

Q(g)
ik = Q(g)

i A (ig )
k ; Z (g)

jk = Z (g)
j A (jg )

k ; (5.1)

welche dann als Basis der verkehrsmittelaufgel•osten Verteilung (siehe vorheriges
Kapitel) dienen. Bei Mangel an entsprechenden Daten nimmt man f•ur jede QZG
ggf. einen •uber alle Bezirke gemitteltenglobalen Modal-Split A (g)

k an.

ˆ Beim Trip-Interchange-Ansatz liegen durch die bereits erfolgte Verteilung die
•uber alle Modi k summierten Verkehrsstr•ome V (g)

ij sowie f•ur jede Beziehungi !
j die verkehrsmittelabh•angigen Widerst•ande Wijk vor. Mit den Methoden der
diskreten stochastischen Wahltheorie oder mit der aus der Elektrotechnik
entlehnten Kirchho�schen Regel werden darausVerkehrsmittelanteile A (g)

ijk bes-
timmt. Das Ergebnis der Aufteilung ist die verkehrsmittelaufgel•oste Verkehrsstrom-
matrix

V (g)
ijk = V (g)

ij A (g)
ijk (5.2)

ˆ Beim simultanen Ansatz werden dieV (g)
ijk direkt aus denQ(g)

i und Z (g)
j bestimmt.

Auch hier wird jedoch die getrennte Behandlung einer jeden Quelle-Ziel-Gruppe
beibehalten.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels gehen wir vom Trip-Interchange-Ansatz aus. Zwecks
besserer Lesbarkeit werden dabei die Indicesi; j der Quelle-Ziel-Beziehung sowie das Su-
perskript ( g) f•ur die betrachtete Quelle-Ziel-Gruppe weggelassen. Man sollte aber im
Hinterkopf behalten, dass in einer konkreten Verkehrsplanung mit n Bezirken, der 5-
er, 13-er oder 19-er Einteilung in Quelle-Ziel-Gruppen, sowie nI Iterationen zwischen
Nachfrage- und Angebotsmodellierung (vgl. das Flussdiagramm am Beginn dieses Kapi-
tels)

n(n � 1)(5, 13 oder 19)nI

einzelne Aufteilungen berechnet werden.

Aufgabe:

Dr•ucken Sie den Modal-Split der Quell- und Zielsummen eines Bezirks i durch
die verkehrsmittelaufgel•oste Verkehrsstrommatrix Vijk aus. Wodurch k•onnen evtl.
Abweichungen zu den empirisch bestimmten Verkehrsmittelanteilen dieses Bezirks
entstehen? Wie k•onnte man sie beheben?
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Aufgabe:Summen der Verkehrsstrommatrix

Beantworten Sie folgende Fragen allgemein, in dem Sie die entsprechenden Summen
der Verkehrsstrommatrizen angeben und auch die Raumstrukturdaten sowie Tages-
ganglinien der verschiedenen QZG (mindestens 13er Einteilung) ber•ucksichtigen:

1. Wieviele Personen halten sich um 13h in Bezirki auf?

2. Wieviel Leute verlassen Bezirki mit dem Fahrad zwischen 13h und 15 h?

3. Wieviel Kleinkinder be�nden sich um 11h in Kintertagesst•atten des Bezirks
i? (vernachl•assigen Sie die QZG \SS"). Wieviel Prozent davon wurden mit
•o�entlichen Verkehrsmitteln hingebracht?

4. Wieviel parkende Fahrzeuge kommen in Bezirki zur Zeit t gegen•uber Mitter-
nacht hinzu? Mit welcher Fahrzeugzahl sind die Einkaufsparkpl•atze belegt?
(Besetzungszahlb (Personen/Kfz), QZG \SS" vernachl•assigt.)

5. Wieviel Leute sind um 16 h (noch) an Arbeitspl•atzen in Bezirk i?

5.2. Modellierung des Nutzens

5.2.1. Ein
ussgr•o�en

O�ensichtlich benutzt man das Verkehrsmittel K , von welchem man sich, unter Ber•ucksichtigung
gewisser Restriktionen, den meisten Nutzen bzw. Utility Uk bzw. den geringsten
Widerstand Wk = � Uk verspricht. Der Nutzen wird von mehrere Kategorien von
Ein
ussfaktoren (exogenen Variablen) bestimmt:

ˆ Generische Variable , welche vom Verkehrsmittel und von der Person (bzw. der
Relation i ! j abh•angen:

{ ReisezeitenTijk : Diese werden als \Komplex-Reisezeiten" von Haust•ur zu
Haust•ur gerechnet und sind der wichtigste, manchmal sogarder einzige Faktor
bei der Modellierung.

{ Die Entfernung r ijk kann alternativ zur Reisezeit verwendet werden. Sie
ist zwar leichter erhebbar (und oft bei den verschiedene Modi fast gleich),
aber verschiedene Modi haben bei gleicher Entfernung stark unterschiedlichen
Nutzen, so dass man f•ur jede Alternative einen eigenen alternativenspezi�s-
chen Parameter als Vorfaktor ben•otigt, der die Entfernung wieder in eine Zeit
umrechnet und im Wesentlichen die Rolle einer (inversen) Geschwindigkeit
hat (vgl. Gl. (5.3)).

{ ReisekostenCijk . Diese k•onnen durch einen \Zeit=Geld'-Ansatz ebenfalls in
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Zeit-Einheiten umgerechnet werden; der bzw. die entsprechenden Modellpa-
rameter (vgl. Gl. (5.3)) haben die Einheit Stunden pro Euro

{ Zuverl•assigkeit. Diese geht z.B. als zus•atzlicher Term proportional der Stan-
dardabweichung der Reisezeit ein.

{ Komfort und andere \weiche" Faktoren.

ˆ Sozio•okonomische Vraiable h•angen nur von der Person ab. Die wichtigsten
sind:

{ Geschlecht,

{ Alter,

{ Einkommen. Dieses beein
usst z.B. das obige Zeit=Geld-Verh•altnis,

{ Alter, Konstitution, Gewohnheit.

ˆ Die alternativenspezi�schen Konstanten beschreiben die globale Pr•aferenz f•ur
eine bestimmte Alternative k, d.h. alle systematischen Ein
ussfaktoren, welche
nicht explizit ber•ucksichtigt wurden (zuf•allige Ein
us sfaktoren werden separat
modelliert, sieh Abschnitt 5.3).

ˆ Externe Variable h•angen weder von der Person noch von der Relationi ! j
noch vom Verkehrsmittel ab, z.B. Jahreszeit, Tagezeit, Witterungsbedingungen.
z.B. nimmt im Winter sowie bei N•asse oder Nacht der Anteil des Radverkehrs ab.

ˆ Nebenbedingungen, z.B. Gebundenheit an ein Verkehrsmittel oder Nichtverf•ugbarkeit
eines Verkehrsmittels (dies k•onnte man auch als sozio•okonomische Variable inter-
pretieren). Insbesondere ist man w•ahrend aller Wege einerRundfahrt i.A. an Rad
oder Kfz gebunden, wenn man diese Modi f•ur den den ersten Wegder Rund-
fahrt gew•ahlt hat. Auch der Zweck der Fahrt kann ein bestimmtes Verkehrsmittel
notwendig machen, z.B. M•obeltransport. Im Rahmen des Kennwertmodells macht
sich dies in unterschiedlichen Aufteilungen f•ur unterschiedliche QZG bemerkbar
(Abb. 5.2)

5.2.2. Nutzenfunktionen bei der Verkehrsmittelwahl

Bei der Modellierung der Verkehrsmittelwahl wird die Alter native mit dem h•ochsten
Nutzen gew•ahlt (vgl. Abschnitt 5.3). Daraus folgt:

ˆ Nur Nutzendi�erenzen sind relevant. Da man i.A. nur eine festgelegte Zahl an
Alternativen zur Verf•ugung hat, kann man ohne Einschr•ank ung den Nuzten einer
Alternative (z.B. Kfz) komplett =0 setzen

ˆ Nur Ordinalbeziehungen (\gr•o�er", \kleiner") sind beim V ergleich der Alterna-
tiven relevant. Man kann also insbesondere alle verbelibenden Nutzenfunktionen
mit einen gemeinsamen festen Vorfaktor multiplizieren oder eine streng monotone
Funktion (wie den Logarithmus) darauf anwenden.
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Figure 5.2.: Je nach Quelle-Ziel-Gruppe kann die Aufteilung f•ur dieselbe Wegl•ange deut-
lich unterschiedlich sein.

Als Beispiel werden folgende Annahmen getro�en:

ˆ Es gibt 4 Alternativen: Fu� ( k = 1), Rad ( k = 2), •OV (k = 3) und MIV, Mo-
torisierter Individualverkehr ( k = 4).

ˆ Als einzige generische Variable wird die Entfernungr gew•ahlt, welche mit al-
ternativenspezi�schen Vorfaktoren in die Nutzenfunktion eingeht, um die unter-
schiedlichen Geschwindigkeiten zu ber•ucksichtigen

ˆ Als sozio•okonomische Variablen wird das Geschlechtg (0= , 1= ) ber•ucksichtigt.
Man beachte, dass das Geschlecht ein nominalskaliertes dichotomes (zweiwertiges)
Merkmal ist, welches hier durch eine kardinalskaliertePseudo-Variable mit den
Werten 0 und 1 dargestellt wird, um \rechnen" zu k•onnen.

ˆ Es wird (wichtig!) ein vollst•andiger Satz von alternative nspezi�schen Konstanten
ber•ucksichtigt.

ˆ Schlie�lich werden Nebenbedingungen einfach dadurch modelliert, dass man die
nicht m•oglichen Alternativen wegl•asst, bzw. die \verbot enen" Alternativen mit
einer extrem negativen Nutzenfunktion (z.B. � 1010) belegt, hier am Beispiel der
Kfz-Verf•ugbarkeit v (0=nein, 1=ja) gezeigt.

Dies f•uhrt auf folgende Nutzenfunktion:

Uk = Ugen
k + Usoz

k + Ualt
k + Urestr

k (5.3)

mit

Ugen
k = ( � 1� k1 + � 2� k2 + � 3� k3)r; (5.4)

Ualt
k = � 4� k1 + � 5� k2 + � 6� k3; (5.5)

Usoz
k = � 7g; Urestr

k = � (1 � v)1010� k4: (5.6)
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Figure 5.3.: Diskrete stochastische Wahltheorie: Jeder hat bei der Verkehrsmittelwahl
andere Pr•aferenzen. Deshalb gibt es individuelle Abweichungen bez•uglich
des mittleren Nutzens �uk = B (Wk ), welcher eine deterministische Funktion
des Widerstandes ist. Infolgedessen gibt es auch bei sehr kurzen Strecken
noch einige Kfz-Fahrer (\Couch potatoes") und bei langen Strecken einige,
welche die eher \sportlichen" Verkehrsmittel w•ahlen (\ Triathleten ").

wobei der \Selektor"

� ij =
�

1 i = j
0 sonst.

(5.7)

bei alternativenspezi�schen Nutzenanteilen die jeweilige Alternative ausw•ahlt. Man
beachte, dass (bis auf den Kfz-Verf•ugbarkeitsterm) der Nutzen f•ur MIV gleich null ist,
es kommt ja nur auf Nutzendi�erenzen an!

Verst•andnisfrage:
Die WB-Wege und die SS-Wege seien in einem Untersuchungsgebiet ungef•ahr
gleich lang. In welcher QZG wird ein h•oherer •OV-Anteil zu erwarten sein?

99



5. Verkehrsmittelwahl bzw. Verkehrsaufteilung

5.3. Diskrete stochastische Wahltheorie

Die diskrete stochastische Wahltheorie (engl.: Discrete Choice Theory), eine der
wichtigsten Ans•atze f•ur die Verkehrsaufteilung, beruht auf folgenden Annahmen:

ˆ Der Verkehrsteilnehmer w•ahlt unter K verschiedenen Alternativen (Modi) die Al-
ternative (das Verkehrsmittel) k aus, f•ur welche der individuelle Nutzen Uk

maximal ist:

kgew•ahlt = arg
�

max
k

Uk

�
: (5.8)

Dies ist die zentrale Annahme desHomo oeconomicus , ohne die ein sinnvolles
mathematisches Vorgehen schlechterdings nicht m•oglich ist.

ˆ Der individuelle Nutzen Uk setzt sich aus einenmittleren Nutzen �uk und einen
stochastischen Anteil bzw. Zufallsanteil Zk zusammen:

Uk = �uk + Zk ; k = 1 ; : : : ; K: (5.9)

Der mittlere Nutzen wird dabei gem•a� den Ein
ussgr•o�en vo n Abschnitt 5.2 mehr
oder weniger detailliert modelliert. Der Zufallsanteil (vgl. Abb. 5.3) beschreibt
die nichtsystematischen Schwankungen des individuellen Nutzens um den mittleren
Nutzen aufgrund

{ aller nicht ber•ucksichtigten exogenen Variablen,

{ Messfehler,

{ Unzul•anglichkeiten des Modells.

ˆ Da man alle systematischen nicht modellierten Ein
•usse in die alternativenspezi-
�schen Konstanten der Nutzenfunjktion verlagert hat, kann man bei den Zufall-
santeilen einen verschwindenden Erwartungswert annehmen. Au�erdem werden
sie als unabh•angig voneinander angenommen:

E (Zk ) = 0 ; E (ZkZ l ) =
�

� 2
k k = l

0 sonst.
(5.10)

H•au�g wird neben der Unabh•angigkeit auch eine identische Verteilung aller Zu-
fallsgr•o�en angenommen. Beide Eigenschaften zusammen bezeichnet man auch als
i.i.d. : independent and identically distributed .

Die Annahme der Unabh•angigkeit muss durchaus nicht immer zutre�en. Beispiel-
sweise sind f•ur eher •okologisch orientierte Verkehrsteilnehmer die stochastischen
Anteile zFu� , zRad und z•OV tendenziell eher positiv undzMIV eher negativ, w•ahrend
f•ur \Autonarren" das Umgekehrte zutri�t. Also sind zFu� , zRad und z•OV untere-
inander positiv korreliert, w•ahrend sie mit zMIV negativ korreliert sind.
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5.4. Spezialfall zweier Alternativen

F•ur zwei Alternativen, sog. bin•are Modelle, l•asst sich die Auswahlwahrscheinlichkleit
P(1) f•ur Alternative 1 { welche nach dem Gesetz der gro�en Zahl gleich dem Anteil
A1 f•ur Alternative ist { und die komplement•arwahrscheinlic hkeiten P(2) = 1 � P(1)
bzw. A2 = 1 � A1 aanalytisch angeben. Die ZufallsanteileZ1 und Z2 werden durch ihre
Verteilungsfunktionen

Fk (z) = P(Zk � z) =

zZ

�1

f k (z0) dz0 (5.11)

oder, alternativ, durch die Dichtefunktionen

f k (z) =
dFk

dz
(5.12)

charakterisiert. Aus der Annahme der Nuztenmaximierung (Homo oeconomicus) erh•alt
man bei zwei Alternativen direkt

A1 = P(1) = P(U1 � U2)

= P(�u1 + Z1 � �u2 + Z2)

= P(Z1 � Z2 � �u2 � �u1)

= P(Z1 � Z2 � �u1 � �u2):

De�niert man die Zufallsvariable Z durch die Zufallsnutzendi�erenz

Z := Z1 � Z2; (5.13)

so kann man dies mit der Verteilungsfunktion Fz1 � z2 von Z schreiben als

A1 = P(1) = Fz1 � z2 (�u1 � �u2): (5.14)

Wegen der Unabh•angigkeit derZ1 und Z2 kann man die Verteilungs- und Dichtefunktio-
nen der Zufallsnutzendi�erenz mit dem Faltungssatz berechnen (vgl. Formelsammlung
in Statistik):

f z1 � z2 (z) =

1Z

�1

dz1 f 1(z1)f 2(z + z1); (5.15)

Fz(z) =

1Z

�1

dz1 f 1(z1)F2(z + z1): (5.16)

Im Folgenden werden mit der f•ur allgemeine Zufallsnuztenverteilung g•ultigen Formel
(5.14) spezielle Aufteilungsmodelle hergeleitet. Die verschiedenen Modelle unterscheiden
sich dabei nur bez•uglich der Verteilung des Zufallsnutzens.
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5.4.1. LP-Modelle

Bei denLinear Probability (LP) Modellen nimmt man f•ur die stochastischen Nutzenan-
teile i.i.d. Gleichverteilungen an, deren Dichtefunktionen

f 1(z) = f 2(z) =
� 1

2a jzj � a
0 sonst

(5.17)

nur im Bereich � a von Null verschieden sind (vgl. Abb. 5.4) und deren Varianz durch
� 2 = a2=12 gegeben ist. Die Dichtefunktion der Zufallsnutzendi�erenz ist nach (5.15)
eine Dreiecksverteilung:

f z1 � z2 (z) =

(
1

4a

�
1 � jzj

2a

�
jzj � 2a

0 sonst.
(5.18)

Durch eine weitere Integration (Dichtefunktion ! Verteilungsfunktion) erh•alt man mit
(5.14) die Auswahlwahrscheinlichkeit des LP-Modells f•urAlternative 1 in Abh•angigkeit
der Di�erenz �u1 � �u2 der deterministischen Nutzen:

ALP
1 = P(1)LP =

8
>>>><

>>>>:

0 �u1 � �u2 < � 2a
1 �u1 � �u2 > 2a
1
2

�
1 + �u1 � �u2

a + �u1 � �u2
2

4a2

�
� 2a � �u1 � �u2 < 0

1
2

�
1 + �u1 � �u2

a � �u1 � �u2
2

4a2

�
0 � �u1 � �u2 < 2a

; (5.19)

Die Wahrscheinlichkeit in Abh•angigkeit der deterministi schen Nutzendi�erenz ist also
durch zwei Parabel•aste gegeben (vgl. Abb. 5.4).1

5.4.2. Probit-Modell

Im Probit-Modell f•ur zwei Alternativen sind die ZufallsanteileZ1 und Z2 i.i.d gau�-
bzw. normalverteilt:

Z1; Z2 � N (0; � 2): (5.20)

Die Summe bzw. Di�erenz zweier gau�verteilter Zufallsvariablen ist ebenfalls gau�verteilt,
wobei sich die Varianzen summieren:

Z2 � Z1 � N
�
0; 2� 2�

: (5.21)

Aus (5.14) erh•alt man wieder die Auswahlwahrscheinlichkeit P(1) f•ur Alternative 1 in
Abh•angigkeit der gemittelten Nutzendi�erenz (vgl. Abb. 5 .5):

A1 = P(1) = �
�

�u1 � �u2p
2� 2

�
; (5.22)

1Bisweilen wird der Einfachheit halber auch direkt f•ur die Nu tzendi�erenz �u1 � �u2 eine Gleichverteilung
angenommen. Dies f•uhrt aber zu konzeptionell-mathematis chen Problemen: Es gibt schlicht und
ergreifend keine Wahrscheinlichkeitsdichte, deren Faltu ng mit sich selbst die Dichte einer Gle-
ichverteilung ergeben w•urde! Damit ist die Verteilungsfu nktion der stochastischen Einzel-Nutzen Zk

unde�niert, die Annahmen der Variante 2 also inkonsistent. Insbesondere ist eine Verallgemeinerung
auf den multinomialen Fall prinzipiell nicht m•oglich.
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Figure 5.4.: LP-Modell: Dichtefunktion f z(z) der individuelle Nutzenfunktionen f•ur eine
Alternative (oben, rot), die Dichtefunktion f Z1 � Z2 der Nutzendi�eenz (oben,
blau) und die resultierende AuswahlwahrscheinlichkeitP(1) = FZ1 � Z2 (�u1 �
�u2) f•ur Alternative 1 nach Gl. (5.19).

wobei �( x) =
Rx

�1 dy 1p
2�

e� y2=2 die tabellierte Verteilungsfunktion der Standardnor-
malverteilung N (0; 1) ist.

Diskussion des Probitmodells:

ˆ Ein Vorteil des Probit-Modells besteht in der Normalverteilung der Zufallsanteile:
Nach dem Zentralen Grenzwertsatz der Statistik ist n•amlich eine aus vie-
len voneinander unabh•angigen Ein
ussgr•o�en (z.B. denen von Abschnitt 5.2) re-
sultierende Zufallsgr•o�e Zk normalverteilt, unabh•angig von den Verteilungen der
einzelnen Ein
ussgr•o�en, solange jeder Ein
ussfaktor f•ur sich nur einen kleinen An-
teil hat. Unter sehr allgemeinen und schwachen Annahmen bekommt man daher
eine Gau�verteilung f•ur die Zk .

ˆ Der Nachteil des Probit-Modells ist die sehr aufw•andige Verallgemeinerung auf
mehr als zwei Alternativen, welche i.A. nur nummerisch m•oglich ist.

5.4.3. Logit-Modell

Beim Logit-Modell gehorchen die stochastischen Anteile der Nutzenfunktion einer sog.
Extremwertverteilung , auch Gumbel-Verteilung genannt. Eine Gumbel-verteilte
Zufallsgr•o�e X mit Erwartungswert E (X ) = 0 und Varianz � 2 = � 2=(6� 2) besitzt die
Verteilungsfunktion

FGu (x) = e� e� ( �x + 
 )
= exp

�
� e� (�x + 
 )

�
(5.23)
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Figure 5.5.: Probit-Modell: Dichtefunktion f z(z) der individuelle Nutzenfunktionen f•ur
eine Alternative (oben, rot), die Dichtefunktion f Z1 � Z2 der Nutzendif-
feenz (oben, blau) und die resultierende Auswahlwahrscheinlichkeit P(1) =
FZ1 � Z2 (�u1 � �u2) f•ur Alternative 1 nach Gl. (5.22).

mit der Euler'schen Konstante 
 � 0:577, die n•otig ist, um den Erwartungswert zu
null zu machen.2 Um die doppelte Exponentiation •ubersichtlicher zu schreiben, wird im
Weiteren die Schreibweise auf der rechten Seite von (5.23) verwendet. Die Dichtefunktion
ist, wie •ublich, durch die Ableitung gegeben:

f Gu (x) = F 0
Gu (x) = �e � (�x + 
 ) exp

�
� e� (�x + 
 )

�
: (5.24)

Wie der Name schon andeutet, beschreibt die Extremwertverteilung die Verteilung des
Maximums von mehreren unabh•angigen Zufallsvariablen.3 Neben vielen weiteren Eigen-
schaften hat die Gumbelverteilung aber vor allem die bemerkenswerte Eigenschaft, dass
die Di�erenz zweier gumbelverteilten Zufallsvariablen einer einfachen Verteilung gehorcht
(der \logistischen" Verteilung) und dass das Ergebnis { im Gegensatz zu den anderen
Modellen { auf den mutlinomialen Fall (mehr als zwei Alternativen) leicht erweiterbar
ist.

F•ur zwei Alternativen ergibt der Faltungssatz (5.16) zusammen mit (5.24) und (5.23)
die Verteilungsfunktion der Di�erenz zweier gumbelverteilten Zufallsnutzen Z1 und Z2:

Fz1 � z2 (z) =
e�z

1 + e�z (5.25)

2Wir k•onnten 
 aber auch weglassen, da es ja nur auf Nutzendi�erenzen ankommt und sich gleiche
Erwartungswerte bei den Zufallsnutzen der verschiedenen Alternativen in der ENtscheidungs�ndung
quasi wegheben. In der Tat kommt im Ergebnis (5.26) kein 
 vor.

3Unter der Einschr•ankung, dass deren Dichte f•ur gro�e x-Werte exponentiell abf•allt.
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Figure 5.6.: Logit-Modell: Dichtefunktion f z(z) der individuelle Nutzenfunktionen f•ur
eine Alternative (oben, rot), die Dichtefunktion f Z1 � Z2 der Nutzendif-
feenz (oben, blau) und die resultierende Auswahlwahrscheinlichkeit P(1) =
FZ1 � Z2 (�u1 � �u2) f•ur Alternative 1 nach Gl. (5.26).

Damit ergibt das allgemeine bin•are Modell (5.14) das bin•are Logit-Modell:

A1 = P(1) =
e� (�u1 � �u2 )

1 + e� (�u1 � �u2 )
=

e� �u1

e� �u1 + e� �u2
(5.26)

Da das Logit-Modell, im Gegensatz zu den LP- und Probit-Modellen, in einfacher Weise
auf mehr als zwei Alternativen erweiterbar ist (vgl. n•achsten Abschnitt), ist es das
am h•au�gsten angewandte Aufteilungsmodell. Man sollte aber immer im Hinterkopf
behalten, dass es auf einer speziellen, unsymmetrischen Verteilung der individuellen
Nutzenfunktion beruht, f•ur die es i.A. keine empirische Motivation gibt. 4

Aufgabe:

Berechnen Sie den AnteilA1(�� u) der Alternative 1 als Funktion der mittleren
Nutzendi�erenz f•ur exponentialverteilte Zufallsanteil e, die also der Verteilung

F1(z) = F2(z) =
�

e� z=� z � 0
0 sonst.

gehorchen. Was k•onnte eine solche Verteilung beschreiben?

4Die Tatsache, dass die Gumbelverteilung die Verteilung des Maximums vieler Zufallsvariablen mit ex-
ponentiell abfallenden Dichten beschreibt, hat nichts mit dem Nutzenmaximum bei der Formulierung
der stochastischen Wahltheorie zu tun. Vielmehr bedeutet d er Inhalt der stochastischen Wahltheorie,
dass von Gumbel-verteilten Zufallsvariablen selbst das Maximum gebildet wird.
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5. Verkehrsmittelwahl bzw. Verkehrsaufteilung

5.5. Das Multinomial-Logit-Modell

Die Annahmen der diskreten Wahltheorie kann man f•ur mehr als zwei Alternativen zu
folgendem allgemeinen Ausdruck f•ur den Anteil Ak des Verkehrmodusk zusammen-
fassen:

Ak = P
�
(�uk + Zk � �u1 + Z1) \ (�uk + Zk � �u2 + Z2) \ : : : \ (�uk + Zk � �uK + ZK )

�
: (5.27)

Hier steht P() f•ur die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis in der Klammer zutri�t und
\ f•ur die Schnittmenge (\AND"-Bedingung) der Ereignisse

Dies f•urht auf eine Integralformulierung, welche bemerkenswerterweise f•ur das Logit-
Modell (und nur f•ur dieses) analytisch ausrechenbar ist. Das Ergebnis ist dasMultinomial-
Logit-Modell (MNL) f•ur die Wahrscheinlichkeit, Alternative k von K Alternativen zu
w•ahlen:

Ak = P(Alternative k) =
e� �uk

P

k0
e� �uk 0

(5.28)

Es hat folgende Eigenschaften

ˆ Formal ist das MNL-Modell nichts anderes als das Wilson-Modell der Verkehrsverteilung
mit allen Vor- und Nachteilen. Insbesondere folgt aus der Annahme konstan-
ter Verteilungen f•ur den Zufallsnutzen, dass bei sehr langen Wegen beispielsweise
5 min Di�erenz genauso viel z•ahlen wie bei sehr kurzen, w•ahernd in Realit•at bei
langen Wegen auch die Nutzenunsch•arfe, also die Varianz des Zufallsnutzens, eher
zunimmt.

ˆ Das MNL-Modell hat die wichtige IIA-Eigenschaft . Diese Eigenschaft, englisch
independence from irrelevant alternativesbedeutet, dass der QuotientAk=Al =
P(k)=P(l) der Anteile zweier Alternativen nicht von weiteren Altern ativen k0 6= k; l
abh•angt, diese also somit \irrelevant" sind. Der \relativ e Vorteile" von Alternative
1 gegen•uber 2 h•angt also nicht davon ab, ob es z.B. eine vielbessere weitere
Alternative gibt oder nicht.

Aufgabe:

Zeigen Sie die IIA-Eigenschaft des Multinomial-Logit-Modells indem Sie aus (5.28)
einen expliziten Ausdruck f•ur den Quotient zweier Auswahlwahrscheinlichkeiten,
P(k)=P(l), herleiten.

Aufgabe:

Zeigen Sie, dass pro 25 km der QuotientA •OV =AMIV um den Faktor 1=e = 0 :368
abnimmt, falls � � 1 = 5 min und die mittleren Geschwindigkeiten durch v •OV = 50
km/h und vMIV = 60 km/h gegeben sind.
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Figure 5.7.: Kalibrierung des Multinomial-Logit-Modells an die Daten der Tabelle 5.1
(links) und an Daten einer sp•ateren Erhebung mit geringerem Pkw-Anteil
(rechts). Die kalibrierten Modellparameter f•ur das linke Bild sind � 1 =
� 2:33, � 2 = � 0:47, � 3 = � 0:02, � 4 = 4 :50, � 5 = 3 :11, � 6 = 2 :14.

Im Folgenden wenden wir das Multinomial-Logit-Modell (5.28) auf die in Tabelle 5.1
wiedergegebenen empirischen Daten an (Abb. 5.7). Dabei verwenden wir als Ansatz
f•ur die Nutzenfunktion Ausdruck (5.3), allerdings ohne die (nicht erhobenen) Merkmale
Geschlecht und Kfz-Verf•ugbarkeit:

U(k; r ) = ( � 1� k1 + � 2� k2 + � 3� k3)r
+ � 4� k1 + � 5� k2 + � 6� k3:

(5.29)

Im MNL-Modell (5.28) selbst wuerde der Unsch•arfeparameter � = 1 gesetzt. Dies
ist m•oglich, da eine Multiplikation der Nutzenfunktionen (des determinstischenund
stochastischen Anteils!) mit einen festen Faktor ja nichts am Ergebnis •andert und
somit dieser Faktor verwendet werden kann, um den Skalierungsfaktor � der Gum-
belverteilung (im Wesentlichen der Kehrwert der Standardabweichung) =1 zu setzen
Abbildung 5.7 zeigt das Ergebnis einer Kalibrierung (mit der erst in Vertiefungskursen
behandelten Maximum-Likelihood-Methode ) f•ur die Daten von in den Vorlesun-
gen durchgef•uhrten \Erhebungen". Dabei wurde die besonders anschaulichekumulierte
Darstellung des Modal-Split gew•ahlt, bei der explizit ersichtlich wird, dass sich die einzel-
nen Anteile zu 1 summieren.

Die Nutzenfunktion (5.29) kann man als negative Haust•ur-zu-Haust•ur-Zeit Tk relativ
zum MIV ( k = 4) ansehen, und zwar durch die� -Selektoren alternativenspezi�sch f•ur
jedes Verkehrsmittel getrennt:

�uk (r ) � u4(r ) = �
�

T0;k +
r
vk

�
: (5.30)

Die Anteile T0k bezeichnet einen konstanter Anteil (R•ustzeit ), der z.B. bei IV-Modi die
Zeit zum Holen und Abstellen des Verkehrsmittels (Parkplatzsuche!), bei Fahrrad und
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Figure 5.8.: Links: Modal-Split in Abh•angigkeit der Streckenentfernung (kumulierte
Darstellung) f•ur konstanten Unsch•arfeparameter 1=� = 5 min sowie Streck-
enwiderst•ande Wk (x) = T0k + x=vk mit Konstantanteilen (\R•ustzeiten")
T0,Fu� = 0, T0,Rad = 5 min, T0, •OV = 10 min, T0,IV = 16 min, und
Geschwindigkeiten vFu� = 5 km =h, vRad = 15 km=h, v •OV = 35 km=h, und
vIV = 30 km=h. Im rechten Plot ist der Unsch•arfeparameter variabel und
durch Gl. (5.31) gegeben. Au�erdem ergeben sich andere (hier nicht
angegebene) Werte f•ur dieT0k und vk .

Motorrad zus•atzlich das Anziehen und Ablegen der Schutzkleidung und bei den•OV-Modi
die Zugangszeit, Abgangszeit sowie die mittlere Wartezeiteinschlie�t. Dieser Anteil
entspricht den Parametern � 4 bis � 6. Die Anteile � 4 und � 5 sind positiv, da Fu�g•anger
und Radler weniger Konstantzeiten haben als Autofahrer. Dass allerdings auch� 6 > 0
ist, die Konstantzeit der Alternative 3= •OV also geringer als die des MIV ist, verwundert
zun•achst. In T03 sind ja schlie�lich die gesamten Wartezeiten und Zugangszeiten des •OV
enthalten. Der Grund ist hier die nichtber•ucksichtigte Kf z-Verf•ugbarkeit. Man sieht
an diesem Beispiel sehr sch•on, wie nichtber•ucksichtigtesystematische E�ekte auf die
alternativenspezi�schen Konstanten umgeschlagen werdenk•onnen.

Der mit der Streckenl•anger unterschiedlich schnell linear wachsender Anteil ber•ucksichtigt
die unterschiedlichen mittleren Geschwindigkeit vk der Verkehrsmittel, wobei die � k ,
k = 1 ; :::; 3 proportional zur Di�erenz 1 =vk � 1=v4 der Geschwindigkeits-Kehrwerte, be-
zogen auf den Geschwindigkeits-Kehrwert f•ur MIV sind. Bei allen Geschwindigkeiten
sind Ampelstopps bzw. Stopps an Haltestellen ber•ucksichtigt, so dass im Stadtverkehr
die mittleren Geschwindigkeiten kaum •uber 30 km/h hinausgehen. Wie erwartet, sind
� 1 und � 2 deutlich negativ (zu Fu� und mit dem Rad braucht man deutlich l•anger als
mit dem Kfz), w•aherend � 3 � 0 bedeutet, dass der•OV im Mittel etwa gleich schnell ist
wie der MIV.

Die •Ubereinstimmung ist erstaunlich gut, abgesehen von sehr kurzen und sehr lan-
gen Strecken. Dies geht auf folgende Eigenschaften des MNL-Modells mit konstanter
Unsch•arfe � zur•uck, wenn man es auf Verkehr anwendet:
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Figure 5.9.: Typische empirisches Ergebnisse f•ur die Verteilungsfunktionen der
Reiseweitenverteilung der einzelnen Verkehrsmodi (links) und f•ur den entfer-
nungsabh•angigen Modal Split in kumulierter Darstellung (rechts). Quelle:
\Mobilit•at in Dresden und Umland", Stadt Dresden, im Rahme n der SrV
(2003).

1. Feste Di�erenzen in den komplexen Reisezeiten f•uhren zu festenQuotienten im
Modal-Split. Eine Di�erenz von 1 =� =5 Minuten f•uhrt z.B. zu einem Quotientne
von e� 1. Als Folgerung daraus wird beispielsweise bei 100 km Streckenl•ange ein
Unterschied von 10 Minuten zwischen verschiedenen Verkehrsmitteln genauso be-
wertet wird wie bei 100 m, was o�ensichtlich nicht der Realit•at entspricht. Daraus
ergeben sich die beiden folgenden Inkonsistenzen.

2. Im Grenzfall verschwindender Streckenl•ange geht der Fu�g•angeranteil nicht gegen
100%. Vielmehr ist er durch

AFu� (0) = A1(0) =
e� �T 10

P K
k=1 e� �T k0

gegeben.

Wie bereits gesagt, ist dies eine Folge der konstanten Standardabweichung des Zufall-
snutzens. Diese Unzul•anglichkeit kann man l•osen, indem man eine mit der Wegl•angex
ansteigende Unsch•arfe� (x) einf•uhrt (die Herleitungen des MNL werden dadurch nicht
ber•uhrt). Folgender Ansatz mit dem Exponenten � erlaubt kontinuierliche •Uberg•ange
zwischen dem konstanten und dem linearen Fall:

� = � 0

� x0

x

� �
: (5.31)

F•ur den konstanten Fall gilt � = 0 und f•ur den linearen Anstieg � = 1.
Abbildung 5.8 zeigt das Ergebnis f•ur das Modell mit variablem � gem•a� obiger Gle-

ichung mti den Werten � 0 = 1=(4 min) und � = 0 :3. Dieses Modell erf•ullt zwar die
Bedingung von 100% Fu�g•angeranteil f•ur x ! 0 und ist bei kleinen Streckenentfer-
nungen besser, aber bei gr•o�eren Entfernungen schlechterals die Modellvariante mit
konstantem � , Abb. 5.7.
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Zusammenfassend l•asst sich sagen, dass das Multinomial-Logit-Modell mit geeigneten
Ans•atzen f•ur die Utilities und die Unsch•arfe bemerkenswerte Aussagen •uber das sub-
jektive Emp�nden von Wartezeiten und die wahrgenommenen (nicht notwendigerweise
tats•achlichen!) mittleren Geschwindigkeiten sowie deren Streuungen gestattet. Ein
systematischer Fehler ergibt sich im vorliegenden Fall allerdings durch die fehlende
Ber•ucksichtigung des Ein
usses der PKW-Verf•ugbarkeit: F•ur Verkehrsteilnehmer ohne
PKW-Verf•ugbarkeit m•usste man eigentlich hohe \Strafkos ten" bei der MIV-Utility an-
nehmen (vgl. Abschnitt 5.2). Aufgrund des geringen Stichprobenumfangs ergeben sich
dennoch bei beiden Modellvarianten keine signi�kanten Abweichungen zu den Daten.
N•aheres dazu im zweiten Teil dieses Skriptes.

Verst•andnisfrage:
Wie k•onnte man aus der Reiseweitenverteilung der verschiedenen Modi,
aufgetragen wie in Abb. 5.9 links, zum Modal Split kommen?

Aufgabe:

Skizzieren Sie die Vorgehensweise bei der Aufteilung mit dem Multinomial-Logit-
Modell unter Ber•ucksichtigung der Kfz-Verf•ugbarkeit. W elche •Anderungen der
kalibrierten MIV-Utility w•urden Sie f•ur Verkehrsteilne hmer mit Kfz-Verf•ugbarkeit
gegen•uber dem Ergebnis bei Verwendung der Utility (5.29) erwarten?

Aufgabe:

Berechnen Sie die Aufteilung auf die vier Modi Fu�, Rad, •OV und MIV unter
Verwendung der komplexen ReisezeitT = T0 + x=v als Widerstandsfunktion mit
den Parametern T0 = f 0, 5 min, 10 min, 5 ming und v = f 5 km/h, 15 km/h,
30 km/h und 40 km/h g f•ur die 4 Modi, jeweils in dieser Reihenfolge. Nehmen
Sie dabei an, dass bei den entsprechenden Fahrten 50% der Verkehrsteilnehmer
kein motorisiertes Gef•ahrt und 20% kein Fahrrad zur Verf•ugung haben, aber jeder
mindestens eines dieser Verkehrsmittel zur Verf•ugung hat. Berechnen SieAk (x)
mit dem MNL-Modell und setzen Sie f•ur 2 km und 5 km Zahlenwerte ein. Wie sind
die Anteile im hypothetischen Grenzfall x ! 1 ?

5.6. Aufteilung mit der Kirchho�'schen Regel

Bei der Verkehrsaufteilung nach der Kirchho�schen Regel wird die Aufteilung so vorgenom-
men, als h•atte man ein elektrisches Netzwerk mit parallel geschalteten Widerst•anden vor
sich (vgl. Abb. 5.10). Es werden die folgenden Analogien angenommen:
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Spannung
U

I1 I2 I3 I4

R1
R2 R3

R4

Strom I

Figure 5.10.: Verkehrsaufteilung in Analogie zu elektrischen Netzwerken nach der Kirch-
ho�'schen Regel. Das \Verlangen", von A nach B zu kommen, stellt dabei
das Analogon zur elektrischen Spannung U dar, w•ahrend die einzelnen
Str•ome I k , k = 1 ; : : : ; 4 proportional zum Verkehrs
uss mit Verkehrsmittel
k, also proportional zum Anteil Ak sind. Schlie�lich stellen die \Wider-
standsfunktionen" (negative Utilities) das Analogon zu Ohm'schen elek-
trischen Widerst•anden dar.

ˆ Die Widerstandsfunktionen Wk = � �uk = Tk , also die negativen Utilities bzw.
die positiven komplexen Reisezeiten, werden quasi w•ortlich mit Ohm'schen elek-
trischen Widerst•anden identi�ziert.

ˆ Die Notwendigkeit, den Weg (mit irgendeinem Verkehrsmittel) zur•uckzulegen, wird
gleich der elektrischen SpannungUel gesetzt.

ˆ Schlie�lich wird der Verkehrsteilnehmer als Elektron aufgefasst, welches von Mi-
nus nach Plus will.5 Daraus folgt, dass die durch die verschiedenen Widerst•ande

ie�enden elektrischen Str•ome proportional zu den Verkehrsstr•omen, also letz-
tendlich proportional zu den Anteilen Ak sind.

Da man als Verkehrsteilnehmer (bzw. als Elektron) die Wahl hat, welches Verkehrsmittel
man benutzen will (durch welchen Widerstand man 
ie�en will ), sind die Widerst•ande
als Parallelschaltung angeordnet (vgl. Abb. 5.10).

Aus der Kirchho�'schen Maschenregel

I = I 1 + I 2 + I 3 + I 4;

welche nichts anderes als die Ladungserhaltung bzw. die Erhaltung der Zahl der Verkehrsteil-
nehmer darstellt, sowie dem Ohmschen Gesetz

I k =
Uel

Rk

5F•ur Elektrotechniker: Die Stromrichtung (\Von Plus nach Mi nus") ist entgegengesetzt zur Flussrich-
tung der Elektronen de�niert.
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Figure 5.11.: Kumulierte Darstellung des aus Tabelle 5.1 gewonnenen \empirischen"
Modal-Splits in Abh•angigkeit der Entfernung (Symbole) mi t der Kirchho�-
schen Aufteilungsregel (Linien) unter Verwendung linearer \Widerst•ande"
Rk = � �uk = Tk (links) und nichtlinearer 'Widerst•ande" Rk = � �u3

k = T3
k

(rechts). Die Parameter der komplexen ReisezeitenTk = Tk0 + x
vk

f•ur lin-
eare Widerst•ande sindT0,Fu� = 0 ; vFu� = 2 km/h, T0,Rad = 5 min ; vRad =
5 km/h, T0, •OV = 10 min ; v •OV = 50 km/h, sowie T0,IV = 50 min ; vIV =
20 km/h. Im nichtlinearen Fall ergibt die Kalibrierung leic ht unter-
schiedliche Werte.

folgt f•ur die Stromanteile I k=I bzw. der Verkehrsmittelanteile Ak die Beziehung

Ak =
I k

I
=

Uel
RkP 4

j =1
Uel
R j

:

Nach Herausk•urzen der SpannungUel und Verallgemeinerung aufK verschiedene, zur
Auswahl stehenden Verkehrsmittel sowie der Analogie-Gleichsetzung der elektrischen
Widerst•ande Rk mit den ReisezeitenTk ergibt sich

Ak =
1

Tk

KP

j =1

1
Tj

Kirchho�sche Aufteilungsregel (5.32)

Abbildung 5.11 zeigt, dass die Aufteilung mit der Original-Kirchho�schen Regel mit
linearen Widerst•anden zu unbefriedigenden Ergebnissen f•uhrt. Erstens sind die Abwe-
ichungen inakzeptabel gro� (und auch im vorliegendem Fall einer kleinen Stichprobe sig-
ni�kant), zweitens sind die kalibrierten Parameter der komplexen Reisezeit unrealistisch,
z.B. mit vFu� = 2 km/h, oder einer MIV-Wartezeit von 50 Minuten, vgl. Unter schrift
zu dieser Abbildung. Ein Grund daf•ur ist, dass in der elektrischen Analogie auch durch
gro�e Widerst•ande ein nur relativ schwach mit 1=R abfallender Stromanteil 
ie�en muss,
da ja an jedem Widerstand die selbe Spannung anliegen muss.
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Um das Ergebnis zu verbessern, wurde in Abb. 5.11 rechts die Kirchho�sche Aufteilungsregel
mit nichtlinearen Widerst•anden Rk = � �u3

k = T3
k durchgef•uhrt. Dadurch sind sowohl die

Abweichungen zu den empirischen Daten geringer als auch diekalibrierten komplexen
Reisezeiten realistischer. Beides kommt jedoch nicht an die Qualit•at des Multinomial-
Logit-Modells heran.

Es sei noch erw•ahnt, dass man mit dem nichtlinearen Widerstand Rk = e� � �uk das
Kirchho�-Modell formal zum MNL-Modell wird.
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F•uhrt man die Verkehrsverteilung und -aufteilung nacheinander durch, ergibt sich, wie
bereits diskutiert, die Problematik, dass bei der Berechnung der Widerstands- bzw.
Nutzenfunktionen nicht alle n•otigen Informationen verf•ugbar sind und durch Ad-Hoc-
Annahmen ersetzt werden m•ussen.

Beim Trip-Interchange-Ansatz, also Berechnung der Verteilung vor der Aufteilung
(vgl. Abb. 4.3) muss man bei der Verteilung die eigentlich f•ur jedes Verkehrsmittel un-
terschiedlichen Widerst•ande durch einen pauschalen Widerstand ersetzen, welcher mehr
oder weniger gut dem zu diesem Zeitpunkt unbekannten \gewichteten Mittelwert" der
Widerst•ande entspricht.

Beim Trip-End-Ansatz (Aufteilung vor der Verteilung) sind hingegen die f•ur die Berech-
nung der Aufteilung der Quell- und Zielsummen, z.B. mit den Aufteilungsmodellen von
Kapitel 5, die dazu n•otigen Verteilungen der Streckenl•angen unbekannt.

Ein konsistenter Ansatz, welcher diese \Henne-Ei-Probleme" l•ost, ist die simultane
Verkehrsverteilung und -aufteilung . Der Grundgedanke ist eine Verallgemeinerung
der Grundaufgabe der Verkehrsverteilung:

Simultane Verkehrsverteilung und -aufteilung : Ermittlung der Elemente
der dreidimensionalen verkehrsmittelaufgel•osten Verkehrsstrommatrix Vijk , also der
mittleren t•aglichen Zahl der Fahrten von Bezirk i nach Bezirk j mit Verkehrsmittel
k unter Ber•ucksichtigung der Randsummenbedingungen (RSB)

P

j

P

k
Vijk = Qi Quellsummenbedingung;

P

i

P

k
Vijk = Z j Zielsummenbedingung;

P

i

P

j
Vijk = Ak Globaler Modal-Split:

(6.1)

Verst•andnisfrage:
Wieviele Randsummenbedingungen gibt es bei der grundlegenden Aufgaben-
stellung (6.1) der simultanen Ver- und Aufteilung?
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6.1. Grundl•osung des simultanen Ansatzes

Die Herleitung der Grundl•osung mit bedingten Wahrscheinlichkeiten bzw. mit der En-
tropiemethode geht analog zu den Kapiteln 4.8 bzw. 4.9 des Abschnitts •uber Verkehrsverteilung.
Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass ein beliebiger realisierter Weg (Ereig-
nis R) von i nach j mit Verkehrsmittel k zur•uckgelegt wird, durch

vijk =
Vijk

V
= P(A i \ E j \ M k jR) (6.2)

gegeben, er beginnt also ini (Ereignis A i ), endet in j (Ereignis E j ) und das Verkehrsmit-
tel ist k (Ereignis M k ). Analog ist die Realisierungswahrscheinlichkeit eines Wegs, der
von den RSB her beii beginnen und beij enden darf und f•ur den das Verkehrsmittel k
zur Verf•ugung steht, durch

B ijk = B (Wijk ) = P
�
RjA i \ E j \ M k

�
(6.3)

gegeben. Unabh•angig von der Art der Kopplung (harte oder weiche RSB) l•asst sich die
Grundl•osung der simultanen Verteilung und Aufteilung darstellen durch

Vijk = V Bijk f i gj hk ; B ijk = B (Wijk ): (6.4)

Verst•andnisfrage:
Wie w•urde man vorgehen, wenn nicht nur der globale Modal-Split, sondern
auch der Modal-Split in jedem Bezirk, Aki , z.B. durch Befragungen bekannt
ist?

6.2. Spezielle Modelle

6.2.1. Verallgemeinertes Wilson- bzw. Logit-Modell

Das allgemeine Entropieprinzip (4.50), welches schon bei der Herleitung des Wilson
Modells verwendet wurde (vgl. Kap. 4.6), ergibt die L•osung(6.4) mit der Bewertungs-
funktion

B (Wijk ) = e�W ijk ; (6.5)

welche man alsverallgemeinertes Wilsonmodell oder auch alsverallgemeinertes
Logitmodell bezeichnet.

Das bei der Herleitung verwendete Entropieprinzip nimmt bemerkenswerterweisekeine
Bewertung der Attraktivit•at einer Verbindung f ijk g an, sondern setzt (neben den drei
Kategorien von RSB) nur voraus, dass dermittlere Widerstand

E (W ) =
1
V

X

i

X

j

X

k

Vijk Wijk
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6. Simultane Verkehrsverteilung und -aufteilung

fest vorgegeben ist. Der Parameter� dieses Modells hat etwa die Gr•o�enordnung� �
2=E (W ) (vgl. die Aufgabe \Verkehrsleistung aus der Verkehrsstrommatrix" auf S. 85).

6.2.2. Trilineares EVA-Modell

H•au�g wird auch das simultane oder trilineare EVA-Modell eingesetzt, bei der die
Bewertungselemente

B ijk = B (k)
EVA (Wijk ) (6.6)

durch die EVA-Funktion, Gln. (4.26) mit (4.27), angesetzt werden. Das Superskript (k)
bei den EVA-Funktionen soll darauf hinweisen, dass die EVA-Parameter E , F und W0

im Allgemeinen als vom Modusk abh•angig angenommen werden.

Aufgabe: Zufallsmodell

Wie sieht die L•osung der simultanen Ver- und Aufteilung f•u r das Zufallsmodell
aus?

6.3. L•osung f•ur die verschiedenen Kopplungen

Analog zu Kap. 4.5 h•angt die L•osung des simultane Verteilungs- und Aufteilungsprob-
lem, d.h. die Multiplikatoren f i , gj und hk der allgemeinen L•osung, von der Art der
Kopplungen ab. Jede der drei RSB von (6.1) kann entweder hartoder weich sein. F•ur
die Quell- und Zielsummenbedingungen gelten dieselben Kriterien wie in Abschnitt 4.5.
F•ur die Randsummenbedingung des globalen Modal Splits gilt:

ˆ Analyse-Stadium der Verkehrsplanung bzw. wenn der globale Modal-SplitAk

bekant ist: Dann sind die Modal-Split-RSB hart und es gibt folgende F•alle:

{ Sind sowohl die Quell-RSB als auch die Ziel-RSB weich bzw. frei, l•asst sich
das simultane Problem explizit l•osen mit dem Ergebnis

Vijk =
B ijk ~Qi ~Z j Ak

P

l

P

m
B lmk ~Ql ~Zm

: (6.7)

{ Sind entweder die Quell- oder die Ziel-RSB hart, erh•alt maneinen bilinearen
Ansatz analog zu Abschnitt 4.5.

{ Sind alle RSB hart, muss man den trilinearen Ansatz rekursivdurch Einsetzen
in die RSB l•osen.

ˆ Prognose-Stadium der Verkehrsplanung bzw. wenn der globale Modal-Split
g•anzlich unbekannt ist: Dann sind die RSB bez•uglich des Modal-Splits weich und
die Split-Anteile Ak werden { analog den Quell- und Zielpotenzialen der weichen
Quell- und Zielsummenbedingungen { zu \Richtgr•o�en" ~Ak . Lediglich

P
k

~Ak = 1
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6. Simultane Verkehrsverteilung und -aufteilung

muss nat•urlich immer erf•ullt sein. Bemerkenswerterweise l•asst sich in diesem Fall
das Problem der simultanen Verkehrsver- und -aufteilung auf das Problem der
Verkehrsverteilung nach dem Trip-Interchange Ansatz zur•uckf•uhren. Je nachdem,
ob die Quell- und Ziel-RSB hart oder weich sind, kann man die vier in Abschnitt
4.5 beschriebenen L•osungsans•atze der Verteilung verwenden, wobei die Elemente
der \e�ektive Bewertungsmatrix" immer durch

B ij =
X

k

B ijk ~Ak (6.8)

gegeben sind. Die Elemente der e�ektive Bewertungsmatrix sind also die mit den
Modal-Split-Richtwerten ~Ak gewichteten Mittel der einzelnen Bewertungsgr•o�en
B ijk bez•uglich der verschiedenen Verkehrsmodi. Die Verkehrsstrommatrix

Vijk = Vij A ijk = Vij
B ijk ~Ak

B ij
(6.9)

ist dann das Ergebnis Vij der Aufteilung mit der e�ektiven Bewertungsmatrix,
multipliziert mit dem Anteil A ijk = B ijk ~Ak=Bij des Verkehrsmittels k an der
e�ektiven Bewertungsmatrix.

Aufgabe:

Geben Sie die L•osung der simultanen Ver- und Aufteilung f•ur \weiche" Modal-
Split-RSB und folgende Quell- und Ziel-RSB an:

(i) harte Quell-RSB und weiche Ziel-RSB,

(ii) weiche Quell-RSB und harte Ziel-RSB,

(iii) sowohl Quell-RSB als auch Ziel-RSB sind weich.

6.4. Globale Modal-Splits

Aus der L•osung des simultanen Modells ergeben sich unter anderem

ˆ Die Modal-Splits der Quellsummen f•ur Bezirk i ,

A (q)
ki =

P

j
Vijk

Qi
(6.10)

ˆ Die Modal-Splits der Zielsummen f•ur Bezirk j ,

A (z)
kj =

P

i
Vijk

Z j
(6.11)
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6. Simultane Verkehrsverteilung und -aufteilung

ˆ und im Falle der Prognose bzw. von weichen Modal-Split-RSB

Ak =
X

ij

vijk =

P

ij
Vijk

V
(6.12)

Verst•andnisfrage:
Vergleicht man bei einer konkreten Aufgabenstellung die L•osung der simulta-
nen Ver- und Aufteilung mit weichen und harten Modal-Split, so ergeben sich
i.A. Abweichungen, z.B. ein zu geringer Rad- und•OV-Anteil bei weichen RSB
gegen•uber den gemessenen bzw. befragten \harten" Anteilen. Wie k•onnte
man das erkl•aren?

6.5. Analyse, Kalibrierung und Prognose

Im Analysefall solte der globale Modal-Split bekannt sein.Auswertung des Grundmod-
ells mit den dann relevanten harten Modal-Split-RSB ergibt u.A. die Multiplikatoren hk

des allgemeinen trilinearen Ansatzes (6.4). Diese sagen aus, um welchen Faktor sich die
tats•achlichen Verkehrsmittelanteile

A ijk =
Vijk

Vij
(6.13)

von den eigentlich zu erwartenden AnteilenB ijk Ak=
P

l B ijl A l unterscheidet. O�en-
sichtlich gibt es als Ergebnis der Kalibrierung also gewisse Pr•aferenzen bez•uglich ver-
schiedener Verkehrsmittel, z.B. dem Kfz, welche nicht in den Widerst•anden oder Bew-
ertungsfunktionen enthalten sind.1. Da nicht anzunehmen ist, dass diese Pr•aferenzen
zum Prognosezeitpunkt verschwinden, beh•alt man diese beider Prognoserechnung als
Pr•aferenzfaktoren h(Analyse)

k bei, verwendet also weiche Modal-Split-RSB, aber fol-
gende modi�zierte Elemente der Bewertungsmatrix:

B (Prog)
ijk = B (k)

�
W (Prog)

ijk

�
h(Analyse)

k : (6.14)

F•uhrte man diese Prognose mit unver•anderten Widerst•anden und unver•anderten Quell-
und Ziel-RSB durch, erh•alt man trotz Verwendung von weichen Modal-Split-RSB keine
Ver•anderung, da ja der Unterschied \hart-weich" gerade durch die Pr•aferenzfaktoren
ber•ucksichtigt wird. Eine nichttriviale Prognose, also ein vom Analysefall abweichender
globaler Modal-Split, ergibt sich im Allgemeinen aber durch ver•anderter Widerst•ande
W (Prog)

ijk 6= W (Analyse)
ijk (z.B. aufgrund Verbesserung des•OV- Angebots oder des IV-

Streckennetzes) oder auch durch ver•anderte Quell- und Zielsummen (also gegen•uber
dem Analysefall ver•anderte Raumstrukturen).

1Ob es tats•achlich diese Pr•aferenzen gibt oder lediglich di e Bewertungsfunktionen falsch angesetzt
wurden, spielt dabei keine Rolle
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7. Routenwahl bzw. Verkehrsumlegung

���
���
���
���

���
���
���
���

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

���
���
���
���
���

���
���
���
���
���

VijS
ta

rt
 i

Ziel j

erzeugung
Verkehrs-

verteilung
Verkehrs- Verkehrs-

aufteilung Umlegung
Verkehrs-

Einteilung in 
Verkehrsbezirke

Quell- und Zielverkehr Verkehrsstrommatrix Verkehrsmittelwahl Streckenbelastung 
im Verkehrsnetz

Verkehrs-
erzeugung

Aktivitätenwahl

Verkehrs-
verteilung

Zielwahl

Verkehrs-
aufteilung

Verkehrsmittel-
wahl

Verkehrs-
umlegung

Routenwahl

Einteilung in
Verkehrsbezirke

Quell- und
Zielverkehr

Strecken-
belastung im
Verkehrsnetz
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Simultanes Verfahren

Verkehrsstrom-

7.1. Allgemeines

Die Umlegung ist der letzte Schritt des klassischen Vier-Stufen-Verfahrens der Verkehrs-
planung:

In der Umlegung werden die einzelnen Elemente der Verkehrsnachfrage auf die
Routenalternativen des konkreten Verkehrsnetzesaufgeteilt (\umgelegt").

ˆ Die Umlegung beinhaltet dieAngebotsmodellierung , w•ahrend die drei vorherge-
henden Schritte Verkehrserzeugung, -verteilung und -aufteilung die Nachfrage-
modellierung umfassen.

ˆ Die Verkehrsinfrastruktur, also das aus Stra�en und •OV-Linien bestehendeStrecken-
Netzwerk , stellt das Verkehrsangebot dar (Abschnitt 7.3).

ˆ Die Nachfrage wird in Form von Fahrtenmatrizen an den sogenanntenAn-
bindungsknoten in das Verkehrsnetz eingekoppelt (Abschnitt 7.2).

ˆ In der Umlegung wird das innere Gleichgewicht gesucht, um die Nachfrage mit
dem Angebot abzugleichen. Wie sonst in der Wirtschaft steigt mit der Nachfrage
der \Preis", welcher hier im Wesentlichen der Reisezeit entspricht und durch soge-
nannte Capacity-Restraint-Funktionen modelliert wird (Abschnitt 7.4).
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7. Routenwahl bzw. Verkehrsumlegung

7.1.1. Methoden der Umlegung

Die Ans•atze zur Umlegung unterscheiden sich, je nachdem, inwieweit die Verkehrsteil-
nehmer (\Marktteilnehmer") informiert sind, inwieweit si e mit ihrer Einsch•atzung •ubereinstimmen
und ob der Prozess quasi-statisch (\station•ar") oder dynamisch betrachtet wird:

ˆ Eine statische, deterministische Umlegung nach demGleichgewichtsverfahren
(Abschnitt 7.5) f•uhrt auf das sog. Nutzergleichgewicht bzw. Wardrop-Gleich-
gewicht , bei der alle benutzten Routen dieselbe Reisezeit aufweisen und alle nicht
benutzten eine h•ohere. Dies entspricht dem Bild des \perfekten Marktes", in
welchem

{ alle Markt- bzw. Verkehrsteilnehmer verz•ogerungsfrei und vollst•andig, in-
formiert sind,

{ jeder Teilnehmer dieselbe Vorstellung vom Nutzen hat,

{ und au�erdem alle Teilnehmer \egoistisch" handeln.

Unter diesen Bedingungen bildet sich ein einheitlicher \Preis" f•ur die \Ware"
\Transport von A nach B".

Bemerkenswerterweise entspricht dieser Zustand i.A.nicht dem Systemoptimum
(vgl. Abschnitt 7.6) und kann sogar zu widerspr•uchlichen Ergebnissen wie dem
Braess-Paradoxon (Abschnitt 7.7) f•uhren, bei dem sich durch Erh•ohen des Ange-
bots (eine neue Strecke wird zur Verf•ugung gestellt) die Reisezeiten erh•ohen.

ˆ Ist die Infomation •uber den Verkehrszustand zwar vollst•andig, aber nicht so-
fort verf•ugbar, bewegen sich die Verkehrsteilnehmer allm•ahlich auf das Nutzergle-
ichgewicht hin, zumindest, wenn die Situation station•ar ist. Die entsprechenden
Lernverfahren kann man aber auch als rein nummerische Verfahren zur beschle-
unigten Berechnung des Nutzergleichgewichts sehen (Abschnitt 7.8).

ˆ Ist die Information •uber den Verkehrszustand unvollst•andig oder stimmen nicht alle
Verkehrsteilnehmer in der Bewertung einer gegebenen Situation •uberein, so erh•alt
man im Falle eines station•aren Systems dasstochastische Nutzergleichgewicht
bzw. stochastic user equilibrium (SUE) . Daf•ur bieten sich die bereits in der
Aufteilung angewandten Methoden der diskreten stochastischen Wahltheorie an
(Abschnitt 7.9).

ˆ Alle bisherigen Varianten nehmen bez•uglich derVerkehrsdynamik entweder ein
w•ahrend der Umlegungstation•ares Systeman oder beschreiben nur Mittelwerte. In
Realit•at •andert sich aber sowohl die Verkehrsnachfrage als auch die G•ute des Ange-
bots ( •Anderung der Reisezeiten z.B. durch Ausbreitung von Staus oder kurzfristige
Streckensperrungen) in kurzen Zeitr•aumen. Verfahren derdynamischen Um-
legung ber•ucksichtigen dies, sind aber meist erst im Forschungsstadium. Als
Spezialfall der dynamischen Umlegung sindagentenbasierte Mikromodelle im
Einsatz.
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Figure 7.1.: Tagesganglinien in Form von Anteilenf g
TGL (t) f•ur die Quelle-Ziel-Gruppen

g=WA, WE, AW und SW.

7.2. Anbindung der Verkehrsnachfrage an das Netz

Diesen Abschnitt k•onnte man auch betiteln: \Wie bekomme ich den Verkehr in das
Netz"? Nach dem vorhergehenden Kapitel sind dieOrte der Kopplung durch die An-
bindungsknoten gegeben. Das Ergebnis der Nachfragemodellierung, die verkehrsmitte-
laufgel•oste Verkehrsstrommatrix V g

ijk kann man jedoch nicht direkt verwenden, daV g
ijk

die Zahl der personenbezogenenWege (von Bezirk i nach Bezirk j mit Verkehrsmodus k)
pro Werktag f•ur eine Quelle-Ziel-Gruppe g beschreibt, die Umlegung jedoch i.A.stun-
denbezogendurchgef•uhrt wird und als Nachfrage die Fahrzeug-Fahrten in dieser Stunde
relevant sind. Daher sind drei vorbereitende Schritte zur korrekten Anbindung der Nach-
frage notwendig:

1. Umrechnung Personenfahrten in Fahrzeugfahrten : Aus der Verkehrsstrom-
matrix wird durch Division mit dem Belegungsfaktor eine Fahrtenmatrix Fijk

ermittelt:

F g
ijk =

V g
ijk

bg
k

: (7.1)

Der Belegungsfaktorbg
k h•angt sowohl vom Verkehrsmittel als auch von der QZGg

ab. Typische Werte sind z.B. bWA
MIV = 1 :3, bWF

MIV = 1 :8, bWK
MIV = 2 :0. Der •OV wird

grunds•atzlich personenbezogen umgelegt, so dassbg
•OV

immer =1 ist. 1

2. Disaggregierung in Zeitscheiben : Wegen der stundengenauen Berechnung der
Umlegung ist eine Disaggregierung auf das entsprechende Zeitintervallt (z.B.
\Zeitscheibe" t = 17 f•ur den Zeitraum zwischen 16 h und 17 h) notwendig:

F g
ijk (t) = f g

TGL (t)F g
ijk (7.2)

Hierbei geben die Anteilef g
TGL (t) die t•aglichen Verkehrsnachfrage in QZG g an,

welche innerhalb der Zeitscheibet statt�nden. Diese sog. Tagesganglinien
h•angen stark von der QZG ab, z.B. hat f WA

TGL (t) einen \Peak" in den Morgen-
stunden und f AW

TGL (t) in den Nachmittags- und Abendstunden, vgl. Abbildung
7.1.

1H•au�g werden in der Umlegung aber nur die \Verkehrssysteme" IV und •OV unterschieden.
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3. Aggregierung der Quelle-Ziel-Gruppen und Modi: Schlie�lich ist es bei
der Umlegung egal, welchen Zweck die jeweilige Fahrt dient (\im Stau sind alle
gleich"), so dass als letzter Schritt •uber alle Quelle-Ziel-Gruppen aggregiert , d.h.,
summiert wird:

Fijk (t) =
X

g

F g
ijk (t): (7.3)

Manchmal werden auch mehrere Verkehrsmittelk zu wenigen Verkehrssyste-
men zusammengefasst (z.B. nur IV und•OV), was durch eine analoge Summation
realisiert wird.

Die Fahrtenmatrix nach Gleichung (7.3) ist die geeignete Gr•o�e zur Einspeisung der
Nachfrage in das Verkehrsnetz mittels der Anbindungsknoten.2 Sie gibt die Nachfrage in
Form von \Fahrten pro Stunde" von Bezirk i nach j mit Verkehrssysten k in Zeitscheibe
t an. Die letzten beiden Indizes werden der•Ubersichtlichkeit halber in den folgenden
Beispielen weggelassen und statti und j h•au�g die Buchstaben A und B f•ur die Quell-
und Zielanbindung verwendet. Die Nachfrage ist dann durchQAB gegeben.

Verst•andnisfrage:
Welche Gr•o�enordnung hat bg

Rad?

Verst•andnisfrage:
Warum muss man zuerst disaggregieren und dann aggregieren?

Verst•andnisfrage:
Warum ist die Aggregierung verschiedener IV-Modi wie Fu�, Rad und MIV
zum System \IV" problematisch bzw. inkonsistent?

Verst•andnisfrage:
Die Systeme IV und •OV werden •ublicherweise getrennt umgelegt. Was ist
daran problematisch?
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H

H

= gerichtete Kanten (Hin + Rück)

= Kante (nur ÖV)

= Einbahnstraße

= IV - Knoten

= ÖV - Anbindungsknoten

= IV - Anbindungsknoten

H = ÖV - und IV-Knoten

Bezirk 1 Bezirk 2

Route 2

Route 1

.

.

H

H

H

Figure 7.2.: Repr•asentation eines Verkehrsnetzes mit Knoten, gerichteten Kanten und
Anbindungen. Eingezeichnet sind beispielshaft zwei Routenalternativen f•ur
das NachfrageelementF12k von Bezirk 1 nach Bezirk 2 f•ur den Modus k =
MIV.
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7.3. Netzmodellierung

Ein Verkehrsnetz wird zum Zwecke der Umlegung alsgerichteter Graph modelliert
und enth•alt folgende Elemente (sieh Abbildung 7.2):

Netzknoten repr•asentieren Kreuzungen f•ur die IV-Verkehrssysteme bzw. Haltestellen
f•ur den •OV. Strecken, welche die Grenzen des Untersuchungsgebietsverlassen (z.B. Aus-
fallstra�en), werden ebenfalls durch einen Knoten abgeschlossen. Zum Knoten geh•oren
ferner Abbiegebeziehungen , welche die Menge an erlaubten Zufahrts-Abfahrtskombi-
nationen zu bzw. vom jeweiligen Knoten angeben, ggf. di�erenziert nach Verkehrsmodus.
Damit kann man z.B. Wendeverbote, Linksabbiegeverbote etc. modellieren.

Streckenelemente bzw. Kanten repr•asentieren die Verbindung zwischen zwei be-
nachbarten Knoten, also je nach Verkehrsart Stra�en, Gehwege, oder die•OV-Infrastruktur
zwischen zwei benachbarten Haltestellen. Um die Qualit•atder Strecken zu charakter-
isieren, dienenAttribute (Eigenschaften) der Kanten wie

ˆ Kantenl•ange L ,

ˆ Mittlere Geschwindigkeit V0 bzw. Zeit T0 zum Durchfahren im leeren Netz,

ˆ Kapazit•at K ,

ˆ Zugelassene Verkehrsmodi, z.B. nur Fu� in Fu�g•angerzonen, nur MIV auf Auto-
bahnen, nur •OV auf Schienenstrecken oder alle (Fu�, Rad, MIV und •OV) auf vielen
Stadtstrecken.

Da die Hin- und die R•uckrichtung im Allgemeinen unterschiedliche Attribute aufweisen
k•onnen (Einbahnstra�en, unterschiedliche Kapazit•aten etc.) werden die Strecken als
gerichtete Kanten modelliert, d.h. jede Richtung wird durch eine eigene Kante
repr•asentiert. Hingegen werden mehrere Fahrstreifen einer Richtung nicht separat mod-
elliert, sondern durch eine entsprechende•Anderung der Streckenkapazit•at erfasst.

Anbindungen sind spezielle Knoten, in der die Verkehrsnachfrage ins Netz ange-
bunden wird. In der Regel wird pro Bezirk und Verkehrssystemnur eine Anbindung
vorgesehen und daf•ur ein m•oglichst zentraler Knoten gew•ahlt. Die Knoten der •uber das
Untersuchungsgebiet hinausgehenden Strecken dienen als Anbindungen des jeweiligen
Kordonbezirks und modellieren die Anbindung an den externen Verkehr.

7.3.1. K•urzeste-Weg-Suche

Alle Umlegungsverfahren basieren auf einer Bewertung der verschiedenen Routenalter-
nativen. Insbesondere ist man an der bez•uglich einer Nutzenfunktion besten Alternative,
dem sog. \Bestweg" (shortest path) interessiert, und zwar von jeder Anbindung i zu
jeder Anbindung j . Zun•achst werden alle Kanten in willk•urlicher Reihenfol ge (Index l)
nummeriert3 und die Problemstellung wie folgt formuliert:

2W•ahlt man mehrere Anbindungen pro Verkehrssystem und Bezirk, muss man F ijk (t) noch auf die
Anbindungen aufteilen und erh•alt die sog. \F•ullknotenmat rix". Bei nur je einer Anbindung (wie
empfohlen) ist diese mit der Fahrtenmatrix identisch.

3Dies macht die in den Belegarbeiten verwendete Software PTV-Visum automatisch.
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Figure 7.3.: Beispiel zum Finden des k•urzesten Wegs bez•uglich der
Streckenl•ange (links) bzw. Zeit (rechts). Screenshot aus
http://mappoint.msn.com/DirectionsFind.aspx

Bestwegsuche: Finde eine Folge von Kantenf l1; l2; : : : ; lN g, wobei Kante l1 vom
Knoten i startet und Kante lN an Knoten j endet, so dass die Nutzenfunktion
Uij =

P N
l=1 U(l l ) maximal ist.

Die Nutzenfunktion einer Kante wird dabei aus ihren Attribu ten sowie der aktuellen
Verkehrsbelastung dieser Kante berechnet. Insbesondere kann man nach denzeitop-
timalen Weg suchen (Uij = � Tij , vgl. Abschnitt 7.4) oder nach den streckenm•a�ig
k•urzesten Weg (Uij = � L ij ). Solche Suchverfahren sind Basisbestandteil vielerRoute-
Finder, vgl. Abb. 7.3. Insbesondere sieht man in dieser Abbildung,dass die optimale
Route vom gew•ahlten Optimierungskriterium bzw. der Nutzenfunktion abh•angt.

W•ahrend bei den Route-Findern meist der k•urzeste Weg von nur einer oder weniger
Start-Ziel-Kombination(en) berechnet werden muss, ist inder Umlegung ein ganzer Satz
von k•urzesten Wegen von jeder Anbindungi zu jeder Anbindung j n•otig. F•ur den er-
steren Fall ist der Dijkstra-Algorithmus am gebr•auchlichsten, w•ahrend zur simul-
tanen K•urzester-Weg-Suche derFloyd-Warshall-Algorithmus am e�zientesten ist.
Erstaunlicherweise w•achst der Rechenaufwand nur mit der dritten Potenz der Knote-
nanzahl an. F•ur Interessierte �ndet sich im Internet N•ahe res zumDijkstra-Algorithmus
und zum Floyd-Warshall-Algorithmus .

7.4. Capacity-Restraint Funktionen

Im Folgenden gehen wir nicht auf die Details der Stauentstehung mit Mikro- oder Makro-
modellen und auf die einhergehenden dynamischen•Anderungen der Nutzenfunktionen
der Streckenelemente (also im Wesentlichen die Zeit zum Durchfahren) w•ahrend der
Fahrt ein. Dies ist Inhalt der dynamischen Umlegung, welcheeinen aktuellen Forschungs-
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Figure 7.4.: Graphen der BPR-CR-Funktion Gl. (7.6) mit verschiedenen Exponenten
 .
Das relative Verkehrsaufkommenq = Q=K ist durch die auf die Kapazit•at
K bezogene VerkehrsbelastungQ de�niert, wobei K so de�niert ist, dass
das Aufkommen q = 1 zu einer Verdoppelung der Reisezeit gegen•uber der
Zeit T0 im leeren Netz f•uhrt. Zum Vergleich ist auch die Webster-Formel
(7.5) f•ur K = 4=T0 dargestellt.

gegenstand darstellt.
Vielmehr betrachten wir die mittlere Reisezeitverl•angerung eines Streckenelements

(Kante l , Kapazit•at K l ) infolge erh•ohter NachfrageQl auf dieser Strecke und bilden diese
Nachfrageabh•angigkeit durch eineKapazit•atsbeschr•ankungsfunktion bzw. Capacity-
Restraint-Funktion (oft auch als CR-Funktion bezeichnet) folgender allgemeiner
Form ab:

Tl = Tl (ql ); ql = Ql =K l : (7.4)

Hierbei ist die auf die Kapazit•at der jeweiligen Kante bezogene Verkehrsbelastung.
F•ur die CR-Funktion gibt es im Wesentlichen ein theoretisches Modell, welches auf
die Webster-Formel f•uhrt, sowie einen durch sog. BPR-Funktionen dargestellten
heuristischen Ansatz.

7.4.1. Webster-Formel

Hierbei wird, gem•a� dem Prinzip \Die Kette ist nicht st•ark er als ihr schw•achstes Glied",
die Kapazit•at als Durchlassf•ahigkeit der schw•achste Stelle der jeweiligen Kante (z.B.
Lichtsignalkreuzung, Engstelle) betrachtet und das System im Sinne derWarteschlangen-
theorie modelliert, mit der man z.B. auch Warteschlangen an Supermarkt-Kassen oder
vor Grenzen oder Mautstationen gut modellieren kann:

ˆ Neuankommende Fahrzeuge kommen zuf•allig gem•a� einerPoisson-Verteilung
mit der mittleren Ankunftsrate Q an die Engstelle.
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7. Routenwahl bzw. Verkehrsumlegung

ˆ Die Zahl der pro Zeiteinheit \abgefertigten" (durch die Eng stelle fahrenden) Fahrzeuge
ist ebenfalls poissonverteilt mit der \Abfertigungsrate" K .

ˆ Kommen mehr Fahrzeuge an als abgefertigt werden, bildet sich eine \Warteschlange".

Im Kapitel 7.10 f•ur mathematisch Interessierte wird gezeigt, das die mittlere L•ange
E (m) der Warteschlange durchE (m) = q=(1 � q) gegeben ist. Damit ist die mittlere
Zeit zum Durchfahren der Kante l durch die Zeit Tl0 ohne Warten, zuz•uglich der mittleren
Wartezeit E (m)=K l , durch die Webster-Formel gegeben:

TWebster
l = Tl0 +

ql

K l (1 � ql )
: (7.5)

7.4.2. BPR-Funktionen

Dieser heuristische4 Ansatz wurde vom amerikanischenBureau of Public Roads(BPR)
vorgeschlagen und wird heute in den meisten Implementierungen von Verkehrsplanungs-
Software standardm•a�ig eingesetzt:

Tl (Q) = Tl0

�
1 +

�
Q
K l

� 
 �
= Tl0(1 + q
 ): (7.6)

ˆ Die Zeit Tl0 zum Durchfahren der Kante l im leeren Netz kann z.B. aus den Kanten-
Attributen Geschwindigkeit Vl0 und L•ange L l mittels der bekannten Beziehung
Tl0 = L l =Vl0 gewonnen werden.

ˆ Der Exponent 
 wird •ublicherweise im Wertebereich zwischen
 = 2 und 
 = 5
angenommen. Aufschlussreich ist aber auch die lineare CR-Funktion mit 
 = 1
(vgl. Abb. 7.4), bei der sich qualitativ nichts •andert, wel che aber eine analytische
Berechnung der Umlegung erm•oglicht wie in diesem Kapitel noch gezeigt wird.

ˆ H•au�g wird vor q

l ein zus•atzlicher Vorfaktor angenommen. Dieser kann aber durch

Umde�nition der Kapazit•at immer =1 gesetzt werden.

Man kann die CR-Funktion (7.6) auch als Einbruch der mittler en GeschwindigkeitVl

aufgrund erh•ohter Verkehrsnachfrage formulieren:

Vl (q) =
Vl0

1 + q
 : (7.7)

Zu beachten ist, dass diese CR-Funktion auch f•ur Netzbelastungen Q > K l de�niert
ist und endliche Werte liefert, obwohl dies nach der Warteschlangentheorie (Formel
(7.5), siehe auch Abschnitt 7.10) im (stochastischen) Gleichgewicht nicht sein kann.
Daran sieht man, dass diese Funktion keine station•aren Verh•altnisse beschreiben kann.
Vielmehr bildet sie heuristisch die •uber alle dynamischenSituationen gemittelte Reisezeitverl•angerung
nach. Diese Eigenschaft erlaubt auch eine robuste nummerische Implementierung der
Umlegung in einer Verkehrsplanungs-Software.

4Heuristisch: Aus der Erfahrung gewonnen; nicht herleitbar .
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7. Routenwahl bzw. Verkehrsumlegung

7.5. Wardrop'sches Nutzergleichgewicht

Das Ziel der Umlegung ist die Zuordnung der Verkehrsstr•omeauf gewisse Routen im
Verkehrsnetz. John G. Wardrop hatte 1952 zur Beschreibung der Routenwahl ein ein-
faches (Verhaltens-)Prinzip postuliert. Das Wardrop'sche Prinzip beschreibt das
Nutzergleichgewicht bei der Wahl der Routenalternativen r f•ur jedes Element
Fijk (t) � Fm der Fahrtenmatrix (mit der Abk•urzung m = f i; j; k; t g):

T (m)
r =

(
T (m)

min falls Fm;r = Fm wr > 0;

> T (m)
min falls Fm;r = wr = 0 :

(7.8)

Hier bezeichnen

ˆ Tr die Reisezeit (allgemein: die negative Utility) der Routenalternative r ,

ˆ Tmin die Mindestreisezeit,

ˆ wr den Anteil des Fahrtenmatrixelements, welcher auf die Route r umgelegt wurde.

In Worten und mathematisch pr•azisiert lautet diese wichti ge Aussage:

Erstes Wardrop'sches Prinzip : Unter schwachen Bedingungen (monoton
steigende CR-Funktionen) gibt es ein eindeutiges und stabiles Nutzergle-
ichgewicht (user equilibrium, UE), in welchem die Reisezeiten aller befahrenen
Routen gleich und minimal sind.

Das Prinzip beruht auf der Annahme, dass jeder Verkehrsteilnehmer versucht, seine in-
dividuelle Reisezeit zu minimieren (oder allgemeiner, seinen Nutzen zu maximieren), also
egoistisch agiert. Der sich ergebende Gleichgewichtszustand, in dem kein Verkehrsteil-
nehmer seinen Aufwand weiter verringern kann, wird alsWardrop- bzw. Nutzergle-
ichgewicht (user equilibrium) bezeichnet.5

Die Frage ist, ob das Wardrop'sche Nutzergleichgewicht auch in der Praxis { zumindest
in guter N•aherung { erreicht wird. Die Annahme der individu ellen Nutzenoptimierung ist
sehr plausibel. Fragw•urdig erscheint aber die Annahme einer vollst•andigen Information
und einer objektiven De�nition des Nutzens f•ur alle Verkehrsteilnehmer (vgl. dazu den
Abschnitt 7.9 •uber das stochastische Nutzergleichgewicht).

7.5.1. Beispiel zur Berechnung des Wardrop-Gleichgewicht s

Die Berechnung kann nur in einfachsten F•allen (lineare oder h•ochstens quadratische CR-
Funktionen, einfaches Streckennetz mit wenigen Routenalternativen sowie wenigen El-
ementen der Fahrtenmatrix) analytisch durchgef•uhrt werden. Folgende Vorgehensweise
bietet sich an:

5Das Wardrop-Gleichgewicht ist ein Spezialfall des in der Spieltheorie bekannten Nash-
Gleichgewichts f•ur den Fall, das es so viele Spiele-Teilnehmer (sprich: Verkehrsteilnehmer) gibt,
dass ein Einzelner vernachl•assigbaren Ein
uss auf die anderen hat. Nur dann ist eine Beschreibung
mit reellwertigen Nachfrageelementen Fm;r m•oglich.
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Route 2

Route 1

1 km 1 km
2 km4 km

4 km

V_0=60 km/h, K=2000/h

V_0=30 km/h, K=1000/h

BA

Figure 7.5.: Verkehrsnetz zum Beispiel der Berechnung des Wardrop-Gleichgewichts bei
zwei Routenalternativen.

ˆ Auswahl der bzw. Suche nach sinnvollen Routenalternativen.

ˆ Zun•achst wird Teil 1 der Wardrop-Bedingungen vorausgesetzt, also gleiche Reisezeiten
auf allen Alternativen. Damit werden die Routenanteile wr unter Ber•ucksichtigung
von

P
r wr = 1 berechnet.

ˆ Kommen dabei negative Anteilew0
r vor, gilt f•ur die jeweiligen Routen r 0 die zweite

(Ungleichungs-) Bedingung, alsoTr 0 > T r und wr 0 = 0.

ˆ Die Rechnung wird nun ohne die Alternativen r 0 wiederholt, bis alle Routenanteile
positiv (erste Bedingung) oder gleich Null (zweite Bedingung) sind.

Im folgenden konkreten Streckennetz f•ur den IV werden zweiRoutenalternativen f•ur
nur ein NachfrageelementQAB von der Anbindung des Bezirks A nach der des Bezirks B
betrachtet. Au�erdem werden lineare CR-Funktionen der Art (7.6) mit 
 = 1 angenom-
men (vgl. Skizze 7.5).

Reisezeiten der Alternativen:

Hierbei ist es wichtig, die Indicesl der Kanten von denen f•ur die Routen r zu unterschei-
den. Insbesondere stellt im Allgemeinen ein und dieselbe Kante ein Streckensegment f•ur
mehreren Alternativen r dar (in der Abbildung 7.5 ist dies das letzte Teilst•uck).

Es seien nunK 1 und K 2 die Kapazit•aten der \kleinen" und \gro�en" Streckeneleme nte
in der Skizze und V01 bzw. V02 die entsprechenden Maximalgeschwindigkeiten. Die
Reisezeit auf Route 1 ergibt sich dann in Abh•angigkeit der VerkehrsbelastungenQ1 und
Q2 auf beiden Routenalternativen zu

T1 =
4km
V01

�
1 +

Q1

K 1

�
+

2km
V02

�
1 +

Q1 + Q2

K 2

�

Beziehen wir nun alle Streckenbelastungen auf die \kleinen" Kapazit•aten K 1 = 1000
Fz/h, also qr = Qr =K1, und geben alle Reisezeiten in Minuten an, ergibt dies mit
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Figure 7.6.: Reisezeiten f•ur die beiden Routenalternativen des Beispielsnetzes in Abb.
7.5 in Abh•angigkeit des Anteils w1 auf Route 1 f•ur ein Fahrtenmatrixelement
QAB = 2 000 Fz/h bzw. q = 2.

K 1 = 1
2K 2 die Reisezeit

T1 = 8(1 + q1) + 2
�

1 +
1
2

(q1 + q2)
�

:

Als letzten Schritt werden die skalierten Nachfragen auf den Routen 1 und 2 durch das
NachfragelementQAB und die Routenanteile w1 und w2 = 1 � w1 ausgedr•uckt:

q1 =
Q1

K 1
=

QAB

K 1
w1 = qw1; q2 = q(1 � w1) mit q =

QAB

K 1
: (7.9)

Damit ergibt sich das Ergebnis

T1(q; w1) = 10 + 8 qw1 + q; (7.10)

und analog
T2(q; w1) = 8 � 3qw1 + 4q: (7.11)

Routenanteile, falls Gleichheit der Reisezeiten zutri�t:

Setzt man
T1(q; w1) = T2(q; w1)

und l•ost f•ur feste Nachfrage q nach w1 auf, erh•alt man direkt

w1(q) =
3q � 2

11q
:
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Abbildung 7.6 zeigt die f•ur QAB = 2 000 Fz/h bzw. q = 2 g•ultige gra�sche L•osung
w1(2) = 2

11 als Schnittpunkt der \Angebotskurven" von Route 1 (steigt m it w1) und
Route 2 (f•allt mit w1). Diese Abbildung zeigt anschaulich die direkte •Aquivalenz des
Wardrop-Gleichgewichts mit der klassischen, f•ur denHomo oeconomicus 6 g•ultigen
Angebots-Nachfrage-Relation.

Test auf negative Routenanteile:

F•ur q < 2=3, also QAB < 667 Fz/h, wird w1(q) negativ. Da dies nicht sein kann, ist
die Gleichheitsbedingung des Wardrop'schen Prinzips nicht mehr erf•ullt und wird durch
die Ungleichheitsbedingung ersetzt. Es gilt also f•ur diesen Fall w1 = 0 und T1 > T 2.
Zusammenfassend erh•alt man im Wardrop'schen Gleichgewicht (Superskript UE f•ur user
equilibrium) die Routenanteile (vgl. Abb. 7.7)

wUE
1 (q) =

� 3q� 2
11q falls q � 2

3
0 sonst.

und wUE
2 (q) = 1 � wUE

1 (q);

sowie die Reisezeiten

T1(q) =
� 94+35 q

11 q � 2
3

10 + q sonst,

T2(q) =
�

T1(q) q � 2
3

8 + 4q sonst.

und damit im Nutzergleichgewicht

TUE (q) =
� 94+35 q

11 q � 2
3

8 + 4q sonst.

7.6. Globales oder System-Optimum

Die Annahme des Wardrop-Gleichgewichts ist realistisch (da die egoistische Annahme
"Jeder ist sich selbst der n•achste" sehr plausibel ist), f•uhrt es in der Regel zu bez•uglich
des Gesamtsystems suboptimalen Ergebnissen. \Suboptimal" hei�t dabei, dass eine i.A.
vom Gleichgewicht abweichendeRoutenumlegungf wsys

r g existiert, bei der der Gesamt-
nutzen aller Verkehrsteilnehmer maximal bzw., bei Modellierung der Nutzenfunktion
durch die negative Reiszeit, die Gesamtreisezeit minimal ist. Dies wird durch das Zweite
Wardrop'sche Prinzip beschrieben:

6Als Homo oeconomicusbezeichnet man Personen, welche rational gem•a� identischen Nutzenfunktionen
handeln, und denen die vollst•andige Information augenbli cklich und ohne Fehlerquellen zur Verf•ugung
steht.
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7.5 im Wardrop-Gleichgewicht und im Systemoptimum in Abh•angigkeit der
skalierten Nachfrageq = QAB

K 1
mit K 1 = 1 000 Fz/h.

Zweites Wardrop'sches Prinzip : Unter schwachen Bedingungen (monoton
steigende CR-Funktionen) gibt es einen eindeutigen systemoptimalen Zustand,
welcher den Gesamtnutzen aller Verkehrsteilnehmer maximiert. DiesesSystemop-
timum (system optimum, SO) entspricht i.A. nicht dem UE und ist dann insbeson-
dere auch kein Gleichgewichtszustand.

Bei konstanter Nachfrage ist dann auch die mit der Routenbelegungwr gewichtete mit-
tlere ReisezeitTsys =

P
r wr Tr minimal. Im Folgenden wird das Systemoptimum f•ur nur

einem Nachfrageelement von KnotenA nach B (nur dieses Element der Fahrtenmatrix
Fijk ist ungleich Null) und R Routenalternativen de�nieren (eine allgemeinere De�nition
f•ur die komplette Fahrtenmatrix folgt in Abschnitt 7.6.2) :

Systemoptimum: Maximiere den Nutzen

Usys(w ) = max! bzw. Tsys(w ) =
RX

r =1

wr Tr (FAB w) = min! (7.12)

unter den Nebenbedingungen
RX

r =1

wr = 1 ; sowie 0� wr � 1 f•ur alle r: (7.13)

Die ReisezeitTr (F ) = Tr (FAB w) auf Route r h•angt dabei sowohl von der NachfrageFAB

ab als auch von der durchw = ( w1; : : : ; wR ) charakterisierten Aufteilung der Nachfrage
auf die Routen.

Das Dilemma am Systemoptimum ist, dass es nicht f•ur alleindividuellen Verkehrsteil-
nehmer vorteilhaft ist. Vielmehr zeigt die folgende Beispielsaufgabe, dass es einige geben
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muss, welche sich \aufopfern" und weniger attraktive Routen w•ahlen.7 Insbesondere
kann in einer konkreten Verkehrs-Situation im Nutzergleichgewicht kein Verkehrsteil-
nehmer das System n•aher ans Optimum f•uhren, ohne selbst unmittelbar Nachteile zu
bekommen. Insofern •ahnelt die Situation dem ber•uhmtenGefangenendilemmader Spielthe-
orie, welches z.B. beiWikipedia n•aher beschrieben wird.8 Dies wird in einer besonders
drastischen Situation, der desBraess'schen Paradoxons (siehe Abschnitt 7.7) deut-
lich.

Bei entsprechender Absprache (z.B. der Art \heute w•ahle ich die ung•unstigere Route,
daf•ur morgen Du") h•atte das System-Optimum auch f•ur jede n einzelnen im Mittel
Vorteile, nur sind die in der jeweiligen Situation korrekten Absprache-Regeln f•ur solch
ein alternierendes Verhalten meist weder bekannt noch kommunizierbar. Durch exter-
nen politischen Ein
uss (Maut, Treibsto�preise, Steuern, Subventionen etc.) kann man
jedoch die Nutzenfunktion ver•andern und so das Nutzergleichgewichts in Richtung des
Systemoptimiums verschieben. Die Kenntnis des Systemoptimums kann daher dennoch
von praktischer Relevanz sein.

7.6.1. Beispiel zur Berechnung des System-Optimums

Wir betrachten wieder das Netz der Abb. 7.5. Mit den Reisezeiten (7.10) und (7.11) auf
den beiden Routen ergibt sich die in den Routenanteilen quadratische Beziehung

�T = w1T1 + w2T2

= w1(10 + 8qw1 + q) + (1 � w1)(8 � 3qw1 + 4q)

= 11qw2
1 + (2 � 6q)w1 + 8 + 4 q:

Eine Minimierung bez•uglich des Routenanteilsw1 ergibt

@�T
@w1

= 22qw1 + 2 � 6q != 0 ) w1(q) =
3q � 1

11q
:

Auch hier gilt nat•urlich wieder die Restriktion 0 � w1 � 1, so dass mit dieser Nebenbe-
dingung die L•osung des Minimierungsproblems, also das Systemoptimum (Superskript
SO f•ur system optimum) gegeben ist durch (vgl. Abb. 7.7)

wSO
1 =

� 3q� 1
11q q � 1

3
0 sonst.

(7.14)

Im Systemoptimum m•ussen f•ur alle Verkehrsnachfragenq > 1
3 , also QAB > 333 Fz/h,

mehr Verkehrsteilnehmer die Route 1, also die kleineren Stra�en, w•ahlen als es dem
Gleichgewicht entspricht. Damit ist f•ur q > 1

3 insbesondereTSO
1 (q) > T SO

2 (q), also
die Routenaufteilung nicht im Gleichgewicht (weder im stabilen noch im instabilen).

7Deshalb ist das System-Optimum, entgegen anderslautenden Aussagen in manchen Quellen, auchkein
Gleichgewicht, weder ein stabiles noch ein instabiles.

8Spieltheoretisch geh•ort die Routenwahlsituation dennoc h zu einer anderen Grundklasse von Spielen,
n•amlich dem (iterierten) Route-Choice Game.
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Beispielsweise ergibt sich f•ur 2 000 Fz/h (q = 2) die systemoptimale UmlegungwSO
1 = 5

22,
w•ahrend wUE

1 = 4
22 betr•agt. Abbildung 7.6 zeigt, dass f•ur diese Umlegung in der Tat

die Routenalternative r = 1 die \schlechtere" ist, die Fahrer auf dieser Route also \selb-
stlos" zum Systemoptimum beitragen. Das Ergebnis dieser Aufgabe l•asst sich verallge-
meinern: In den meisten Netzen gilt, dass im Systemoptimum mehr Verkehrsteilnehmer
Routenalternativen mit \kleinen" Stra�en (Stra�en gering er Kapazit•at) benutzen als im
Wardrop-Gleichgewicht.

7.6.2. Allgemeine Formulierung des Nutzer- und Systemglei chgewichts

In diesem Unterabschnitt werden Nutzergleichgewicht und Systemoptimum f•ur eine
allgemeine, also nicht nur aus einem Quell- und Zielknoten bestehende Nachfragesitua-
tion formuliert. Beide Situationen kann man auf zweierlei Arten de�nieren, wie Beck-
mann et. al. f•ur das Nutzergleichgewicht erstmals gezeigt hat:

ˆ Lokal nach der Art des Wardrop'schen Prinzips, also durch paarweisen Vergleich
von Routenalternativen,

ˆ oder global alsExtremalprinzip , wie bisher beim Systemoptimum geschehen.

Die Formulierung als Extremalwertproblem hat den Vorteil, dass man Existenz und Ein-
deutigkeit der L•osung unter ziemlich allgemeinen Bedingungen beweisen kann (Kuhn-
Tucker-Theorem ). Au�erdem beruht das g•angiste numerische L•osungsverfahren, der
Frank-Wolfe-Algorithmus , auf dieser Formulierung.

Die •Aquivalenz einer lokalen und globalen Formulierung nach Beckmann kann man
umgekehrt dazu nutzen, die urspr•unglich global formulierten Bedingungen f•ur das Sys-
temoptimum lokal zu formulieren. Dies erm•oglicht im Prinzip, durch lokal berechenbare
und wirkende Lenkungsma�nahmen (verkehrsabh•angige Steuern) die Nutzenfunktionen
auf jeder Kante so zu ver•andern, dass das Systemoptimum (bez•uglich der eigentlichen
Nutzenfunktionen) f•ur den Fahrer identisch wird zum Nutze rgleichgewicht bez•uglich der
ver•anderten Nutzenfunktionen!

Schlie�lich erlauben die vollkommen symmetrischen Bedingungen f•ur Nutzer- und Sys-
temgleichgewicht die numerische L•osung des Systemoptimums, wann immer man das
Nutzergleichgewicht berechnen kann und umgekehrt.

Bezeichnungen

Da die Verkehrssysteme i.A. separat umgelegt werden und diestatischen Umlegungen
f•ur verschiedene Zeitscheibent unabh•angig sind, werden im Folgenden bei der die Nach-
frage charakterisierenden FahrtenmatrixFijkt die Indices k und t weggelassen. Ziel der
Umlegung ist die Aufteilung der Fahrtenmatrixelemente auf verschiedene Routenr , also

Fij
Umlegung

) Fijr = Fij wr
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und damit die VerkehrsbelastungenQl aller Kanten l des Netzes:

Ql =
X

ij

n ijX

r =1

� l;ijr Fijr (7.15)

wobei

� l;ijr =
�

1 Link l in ( r; i; j )
0 Link l nicht in ( r; i; j ).

(7.16)

Hierin bezeichnet (r; i; j ) die r -te Route von i nach j und nij ist die Zahl der sinnvollen
Routen von i nach j . Au�erdem erh•alt man f•ur jede Route von i nach j die Reisezeit:

Tijr =
X

l2 (r;i;j )

Tl (Ql ); (7.17)

wobei die Zeiten Tl (Q) zum Passieren eines Links gem•a� einer CR-Funktion, z.B. der
BPR CR-Funktion (7.6) mit der Verkehrsbelastung Q dieses Links steigen. Schlie�lich
werden, ohne Einschr•ankung der Allgemeinheit, die Reisezeiten den negativen Nutzen-
funktionen des Routenwahlkal•uls gleichgesetzt.

Nutzergleichgewicht lokal

Das erste Wardrop'sche Prinzip kann man in folgender kompakter mathematischer Form
schreiben: �

Tijr � TUE
ij

�
Fijr = 0 (7.18)

(TUE
ij ist die Zeit auf der schnellsten Route) unter den Nebenbedingungen

n ijX

r =1

Fijr = Fij (7.19)

und den Beziehungen (7.17) und (7.15), welche die ZeitTijr f•ur die Route ( r; i; j ) mit
allen Verkehrsnachfragenf Fijr g des Netzes verkn•upfen. Die Kopplung kommt dadurch
zustande, dass ein und dieselbe Kantel des Netzwerks nach (7.16) i.A. von mehreren
Routen benutzt wird.

Gleichung (7.18) fasst die beiden Bedingungen (7.8) zu einer Gleichung zusammen:
Entweder sind die Reisezeiten gleich,Tijr = TUE

ij oder die Route (r,i,j) ist nicht befahren,
Fijr = 0. 9

Nutzergleichgewicht als Extremalprinzip

Man kann das erste Wardrop'sche Prinzip aber auch global alsMinimierung einer einzi-
gen, das ganze System beschreibenden FunktionU � formulieren:

U � (Q) = �
X

l2 Netz

Ql T �
l (Ql ) = max! (7.20)

9Dass die gleichen Reisezeiten den minimalen entsprechen, folgt aus allgemeinen Kon-
vexit•atseigenschaften, die hier nicht n•aher betrachtet w erden.
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unter den Nebenbedingungen (7.19), wobei die StreckenbelastungenQl und die Routen-
nachfragenFijr wieder durch (7.15) verkn•upft sind. Die modi�zierte Reisezeit auf einer
Kante l (modi�zierte CR-Funktion) ist dabei gegeben durch

T �
l (Q) =

1
Q

QZ

0

dQ0 Tl (Q0): (7.21)

Systemoptimum als Extremalprinzip

Beim Systemoptimum folgt das Extremalprinzip unmittelbar aus der De�nition, es wer-
den daher die urspr•unglichen CR-Funktionen verwendet:

U(Q) = �
X

l2 Netz

Ql Tl (Ql ) = max! (7.22)

mit denselben Verkn•upfungen und Nebenbedingungen wie bei(7.20).

Systemoptimum lokal

Durch Modi�kation der CR-Funktionen kann man nicht nur das N utzergleichgewicht als
Extremalprinzip, sondern auch das Systemoptimum lokal durch paarweisen Vergleich,
also in Analogie zur urspr•unglichen Formulierung des Nutzergleichgewichts, formulieren.
Die modi�zierten Wardrop-Bedingungen lauten

�
eTijr � eTUE

ij

�
Fijr = 0 (7.23)

mit den selben Nebenbedingungen und Verkn•upfungen wie bei(7.18). Die Routen-
ReisezeitenTijr werden aber mit modi�zierte Kanten-Reisezeiten eTl (modi�zierte CR-
Funktion) berechnet:

eTijr =
X

l2 (r;i;j )

eTl (Ql ); eTl (Q) =
d

dQ
(QTl (Q)) =

�
1 + Q

d
dQ

�
Tl (Q): (7.24)

Bemerkungen

ˆ Der Operator10
�
1 + Q d

dQ

�
, welcher die CR-Funktion T(Q) in die modi�zierte

Funktion eT(Q) •uberf•uhrt, ist das Inverse des Operators 1
Q

RQ
0 dQ0, welcher T(Q)

auf T � (Q) abbildet:

�
1 + Q

d
dQ

�
1
Q

QZ

0

dQ0T(Q0) = T(Q):

10 Ein Operator bildet eine Funktion auf eine andere ab. Beispiel sweise ist die Di�erenziation oder die In-
tegralfunktionsbildung ein Operator, welcher eine Funktion a uf ihre Ableitung bzw. Integralfunktion
abbildet.
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Table 7.1.: •Ubersicht der Bedingungen f•ur Nutzergleichgewicht (UE) und Systemopti-
mum (SO) in lokaler und Globaler Darstellung. Der Operator 1 + Q d

dQ ,
angewandt auf die CR-Funktionen Tl (Q) der Links, f•uhrt von der linken zur
rechten Spalte bzw. von der unteren zur oberen Zeile. Der Inverse Operator

1
Q

QR

0
dQ0 f•uhrt von rechts nach links bzw. von oben nach unten.

Lokale Formulierung
�

Tijr � TUE
ij

�
Fijr = 0

�
eTijr � eTUE

ij

�
Fijr = 0

Globale Formulierung
P

l2 Netz
Ql T �

l (Ql ) = min!
P

l2 Netz
Ql Tl (Ql ) = min!

ˆ Sowohl beim Nutzergleichgewicht wie auch beim Systemoptimum kommt man von
der Extremalwert-Formulierung zur lokalen Formulierung, wenn man die jeweils
g•ultigen CR-Funktionen mit dem Operator

�
1 + Q d

dQ

�
behandelt (Tabelle 7.1).

Mit dem inversen Operator 1
Q

RQ
0 dQ0 kommt man von der lokalen Formulierung

zur Extremalwert-Formulierung.

ˆ Sowohl bei der lokalen wie auch bei der Extremalwert-Formulierung kommt man
mit dem Operator

�
1 + Q d

dQ

�
vom Nutzergleichgewicht zum Systemoptimum und

mit dem inversen Operator vom Systemoptimum zum Nutzergleichgewicht. Beze-
ichnet man mit dem Superkript SO� das Systemoptimum bez•uglich der trans-
formierten CR-Funktionen T �

l (Q) und mit gUE das Nutzergleichgewicht bez•uglich
der transformierten CR-Funktionen eTl (Q), so gilt f•ur die Routenaufteilung f wr g
beliebiger Nachfragematrizen

wUE
r = wSO�

r ; wSO
r = w

gUE
r (7.25)

ˆ Besonders interessant ist die lokale Formulierung des Systemoptimums: Sie besagt,
dass eine verkehrs- und routenabh•angige Maut, welche das Geld•aquivalent der Zeit-
di�erenz eTijr � Tijr betr•agt, das Nutzergleichgewicht zum Systemoptimum bringt.
Wird die Maut anschlie�end wieder an die Verkehrsteilnehmer ausbezahlt, ist das
Systemoptimum e�ektiv identisch zum Nutzergleichgewicht, vgl. Abschnitt 7.6.3.

ˆ Modelliert man die CR-Funktion gem•a� (7.6), so gilt

Tl (Q)
Tl0

= 1 +
�

Q
K l

� 


;
eTl (Q)
Tl0

= 1 + (1 + 
 )
�

Q
K l

� 


: (7.26)

Die Zeitdi�erenz eTijr � Tijr ist also genau das
 -fache der Zeitdi�erenz zwischen
belasteten und leeren Strecken!

7.6.3. Verkehrsabh•angige Maut zur Realisierung beliebig er Optima

Man kann zeigen, dass die Zeitdi�erenzeTijr � Tijr den zus•atzlichen Zeitkosten entspricht,
die man (insgesamt) den anderen Verkehrsteilnehmern auferlegt, wenn man selbst die
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Route (i; j; r ) f•ahrt (siehe •Ubungsaufgaben). Aus Sicht des Entscheidungskalk•uls bei
der Routenwahl sind dies externe Kosten. Internalisiert man die Kosten durch die oben
de�nierte Maut auf der Ebene der Verkehrsteilnehmer, ziehtalso von der Maut die sich
im SO ergebendemittlere Maut ab,11 ergibt sich jedoch insgesamt sogar ein Nutzen, also
de facto negative externe Kosten.

Dieses Prinzip kann man verallgemeinern, um beliebige Systemoptima (SO) (z.B. eine
Routenaufteilung, die die globalen Emissionen minimiert)zu \dezentralisieren", also auf
ein Nutzergleichgewicht (UE) abzubilden. Dazu ist es n•otig, dass die neue Zielfunktion
Z (Q) ebenso wie die bisherige globale ReisezeitT(Q)

ˆ link-additiv ist, also Z (Q) =
P

l2 Netz Ql Z l (Ql ),

ˆ die individuellen Link-Anteile Z l (Q) streng monoton steigend sind,Z 0
l (Q) > 0,

ˆ und sie auch konvex sind,Z 00
l (Q) > 0.

Nimmt man nun Geld•aquivalente � T (Euro pro Minute) und � Z (Euro pro Erh•ohung
von Z ) an und f•uhrt f•ur jede m•ogliche Route r jeder beliebigen OD-Relation ij die
verkehrsabh•angige Maut

M ij;r (Q) =
X

l2 (r;i;j )

M l (Ql ); M l (Q) = � Z

�
1 + Q

d
dQ

�
Z l (Q) � � T Tl (Q) (7.27)

ein, wird das Systemoptimum bez•uglich Z in ein Nutzergleichgewichtbez•uglich der ef-
fektiven Link-Reisezeiten

Te�
l (Q) = Tl (Q) +

M l (Q)
� T

abgebildet (\dezentralisiert"). Die dadurch entstehende Aufteilung der Fl•usse QSO

und die Bedingung der Kostenneutralit•at in der Summe (Superskript 0) de�nieren die
konkrete routenabh•angige Maut aller Relationeni ! j bei gegebener Nachfrage-Fahrtenmatrix
F = f Fij g:

M 0
ij;r (F ) = M ij;r (QSO) �

X

r 0

wSO
r 0 M ij;r 0(QSO) (7.28)

Hierbei ist \SO" das Systemoptimum bez•uglich der Gr•o�e Z bei gegebener Nachfrage-
matrix F und wSO

r 0 = QSO
r 0 =Fij der Anteil der Nachfrage Fij auf Route r 0 in diesem

SO.

Bemerkungen:

ˆ F•ur Z (Q) = T(Q) liefert (7.28) gerade die monetarisierten Grenz-Zeitkosten
� T ( ~Tij;r � Tij;r ) im SO

11 z.B. durch Verrechnung mit der Fahrzeugsteuer
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1+q

1+q

B
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Y
Weg 3 (Elbe)

Weg 1

Weg 2

2
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1

1

1

1

1

2

YB

AX

Figure 7.8.: Verkehrsnetzwerk zur Demonstration des Braess'schen Paradoxons. Die
kleinen rote Zahlen neben jeder Kante geben jeweils die Reisezeit in Minuten
in Abh•angigkeit der auf die Kapazit•at K der \kleinen" Stra�en bezogenen
Fl•usse q = QAB =K auf der jeweiligen Stra�e an. Die dick gezeichneten
Strecken und die geplante Br•ucke (gestrichelt) haben eineso hohe Kapazit•at,
dass die Fahrtzeit nicht von der Nachfrage abh•angt.

ˆ F•ur Z (Q) gleich den CO2-Emissionen entspricht die Maut (7.28) einem impliziten
\Handel" mit \Emissionszerti�katen" auf Individualbasis . Allerdings f•allt die
un•ubersichtliche Anfangsallokation der klassischen CO2-Zerti�kate weg und die
\Gewichtung der Umwelt" erfolgt kontrollierbar und transp arent mit � Z (\Euro
pro kg CO2").

7.7. Das Braess'sche Paradoxon
Student: "Herr Professor, mein ganzes Wissen habe ich Ihnen
zu verdanken". Professor: "Oh, bitte, erw•ahnen Sie doch sol che
Kleinigkeiten nicht" Anonymus

Besonders drastisch wird der Unterschied zwischen Nutzergleichgewicht und Syste-
moptimum bei Netzen, bei denen zus•atzliche Stra�enceteris paribus12 zu einer gerin-
geren e�ektiven Streckenkapazit•at f•uhren k•onnen. Dieses unerwartete Ergebnis:"Mehr
ist manchmal weniger" ist unter dem Namen Braess'sches Paradoxon nach seinem
Autor, dem deutschen Professor Dietrich Braess, bekannt.13 Es tritt vor allem auf, wenn

12 Lat. f•ur \alles •ubrige bleibt gleich", also hier unver•an derte Verkehrsnachfrage und unver•anderte
Attribute der •ubrigen Kanten.

13 Dietrich Braess: \ •Uber ein Paradoxon aus der Verkehrsplanung" in: Unternehmen sforschung 12, 258{
268 (1968). Siehe auch denentsprechenden Wikipedia-Beitrag.
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die neue Strecke eine gro�e Kapazit•at, die Anbindungen an die neue Strecke hingegen
eine relativ geringe Kapazit•at aufweisen.

Zur Demonstration dient das in Abb. 7.8 abgebildete Netzwerk. Bisher gab es in
diesem Netzwerk zwei M•oglichkeiten, um von A nach B zu kommen: Route 1 •uber
X und Route 2 •uber Y. Einige Stadtplaner schlagen vor, die Staus durch das hohe
VerkehrsaufkommenFAB (Element der Fahrtenmatrix mit den Anbindungspunkten A
und B) durch den Bau einen neuen Br•ucke von X nach Y (gestrichelt gezeichnet) zu
reduzieren.

Die breit gezeichneten Stra�en (einschlie�lich der geplanten neuen Br•ucke) sind gut
ausgebaut und es bilden sich unabh•angig vom Verkehrsaufkommen keine Staus, die
Fahrtzeiten auf diesen Stra�en sind also konstant. Auf den schmal gezeichneten Stra�en
hingegen bilden sich bei hoher Verkehrsbelastung Staus, was durch eine lineare CR-
Funktion gem•a� (7.6) modelliert wird. Die Fahrtzeit Tl auf der jeweiligen Kante l ist
also in Abh•angigkeit ihrer Verkehrsbelastung Ql gegeben durch

Tl (Ql ) = Tl0

�
1 +

Ql

K l

�
= Tl0(1 + ql ); (7.29)

wobei die skalierte Streckenbelastungql = Ql =K auf die Kapazit•aten K der \kleinen"
Stra�en bezogen ist.

Der •Ubersichtlichkeit halber gibt es in dieser Aufgabe keine weiteren Elemente der
Fahrtenmatrix und au�erdem keine weiteren Routenalternativen: Insbesondere sei die
Alternative A-Y-X-B durch entsprechende Abbiegeverbote oder Einbahnstra�enregelun-
gen nicht zul•assig.

7.7.1. Reisezeiten im Braess-Netzwerk

Die ReisezeitenTr (q; w1; w2; w3) f•ur die drei Routenalternativen in Abh•angigkeit der
skalierten Nachfrageq = QAB =K werden analog zur Aufgabe f•ur zwei Routenalternativen
(Abschnitt 7.5.1) berechnet: Gibt man Tr in Minuten an, erh•alt man

T1 = 5 + ( w1 + w3)q;

T2 = 5 + ( w2 + w3)q;

T3 = 3 + ( w1 + w3 + w2 + w3)q = 3 + (1 + w3)q:

Stellt man diese Reisezeiten unter Ber•ucksichtigung der Summenbedingungen
P

r wr =
1 gra�sch dar, erh•alt man vor Br•ucken•o�nung ( w3 = 0, Abb. 7.9 links) die schon bekan-
nte \Angebots-Nachfrage-Beziehung", d.h. die ZeitenT1 bzw. T2 steigen bzw. fallen
mit der Erh•ohung des Anteils w1. Der Schnittpunkt der beiden Kurven charakterisiert
die Wardrop-Bedingung w1 = w2 = 0 :5.

Stellt man nun nach der Br•ucken•o�nung die Reisezeiten T1 = T2 auf den alten Strecken
sowie die ReisezeitT3 auf der neuen Route in Abh•angigkeit vonw3 und dem lokalen Gle-
ichgewicht w1 = w2 bez•uglich der konkurrierenden alten Routen dar (Abb. 7.9 rechts),
erlebt man eine •Uberraschung: Mit steigendem Anteil w3 steigt nicht nur, wie erwartet,
T3 an, sondernebenfallsT1 und T2! Damit erkennt man direkt den \Teufelskreis" dess
Braess-Paradoxons:
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Figure 7.9.: Links: Reisezeiten auf den Routen 1 und 2 in Abh•angigkeit des Routenan-
teils w1 vor Br•ucken•o�nung ( w3 = 0). Rechts: Reisezeiten auf den beiden
Routen 1 und 2 im lokalen Gleichgewicht (w1 = w2, T1 = T2) sowie auf
Route 3 nach Br•ucken•o�nung in Abh•angigkeit des Anteils w3 auf der neuen
Route. Die gesamte skalierte Nachfrage betr•agt jeweilsq = QAB =K = 2.

ˆ Ist, f•ur eine gegebene Nachfrageq (in der Abbildung 7.9 z.B. q = 2), der Routenan-
teil w3 kleiner als im durch den Schnittpunkt gegebenen Wardrop-Gleichgewicht
(in der Abbildung bei w3 = 1), ist die Reisezeit auf allen (!) Routen kleiner als
die Gleichgewichts-Zeit.

ˆ Auf Route 3 ist die Zeit aber noch k•urzer als auf den Routen 1 oder 2, so dass es
Vorteile bringt, Route 3 zu benutzen. Beispielsweise gilt direkt nach der •O�nung
(w3 ist noch gleich Null) T3 = 5 min, w•ahrend man auf den \alten" Strecken
T1 = T2 = 6 min ben•otigt.

ˆ Steigt demzufolge der Anteilw3, verschlechtert sich die Situation aufallen Routen,
also auch auf den alten Routen, welche im Normalfall von der Verschiebung prof-
itieren w•urden. Da die Wechsler selbst jedoch einen momentanen Vorteil haben,
werden immer mehr Verkehrsteilnehmer auf die neue Route wechseln, bis das
Wardrop-Gleichgewicht erreicht ist und die Situation f•ur alle schlechter ist (in
der Abb. 7.9 betr•agt sie 7 min statt 6 min).

7.7.2. Wardrop-Gleichgewicht im Braess-Netzwerk

In den •Ubungsaufgaben zum Braess-Paradoxon wird folgendes Wardrop-Gleichgewicht
als Funktion der skalierten Nachfrageq = QAB =K hergeleitet (Abb. 7.10): Die Rou-
tenanteile

wUE
3 (q) =

8
<

:

1 q < 2;
4
q � 1 2 � q � 4;
0 q > 4;

wUE
1 (q) = wUE

2 (q) =
1 � wUE

3 (q)
2

; (7.30)
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Figure 7.10.: Reisezeiten (links) und Routenanteile (rechts) des Braess-Verkehrsnetzes
der Abb. 7.8 im Wardrop'schen Nutzergleichgewicht. Gezeichnet ist auch
der Fall vor Er•o�nung der das Braess'sche Paradoxon hervorrufenden Route
3.

und die dazugeh•origen Reisezeiten auf allen befahrenen Strecken,

TUE (q) =

8
<

:

3 + 2q q < 2;
7 2 � q � 4;
5 + q

2 q > 4:
(7.31)

Diskussion:

ˆ Nur f•ur den Flussbereich 2 � q � 4 ist die Wardrop-Bedingung als Gleichung
erf•ullt, d.h. die Reisezeiten Tr (q) = T(q) auf allen Routen r sind dieselben und
alle Anteile wr sind i.A. ungleich Null.

ˆ F•ur q < 2 wird nur die neue Strecke benutzt und es giltT3(q) = T(q) sowie
T1(q) = T2(q) > T (q), w•ahrend f•ur sehr gro�e Nachfragen, q > 4, die neue Strecke
auch im Gleichgewicht •uberhaupt nicht angenommen wird, dasie dann eine l•angere
Reisezeit aufweist,T3(q) > T (q).

ˆ F•ur q < 4
3 bringt die neue Br•ucke Vorteile, da dann die ReisezeitT3(q) = 3 + 2 q

k•urzer ist als die Zeit Tdavor (q) = 5 + q
2 im Nutzergleichgewicht ohne Strecke 3

(gr•une Kurve in Abb. 7.10 links).

ˆ F•ur mittlere Verkehrsnachfragen, 4
3 < q < 4, tritt das Braess-Paradox auf: Die

gr•une Kurve in Abb. 7.11 liegt dann unterhalb der das Nutzergleichgewicht charak-
terisierenden roten Kurve.

ˆ F•ur Nachfragen q > 4 wird die neue Route nicht benutzt, es bleibt also alles beim
Alten.

Hier w•urde sich der Br•uckenbau also nur f•ur geringe Nachfragen lohnen; f•ur mittlere
Nachfragen tritt das Braess-Paradoxon auf und f•ur hohe Nachfragen bleibt alles beim
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Figure 7.11.: Mittlere Reisezeiten (links, gestrichelt) und Routenanteile (rechts) des
Braess-Verkehrsnetzes der Abb. 7.8 im Wardrop'schen Systemoptimum.
Gezeichnet ist links auch der Fall vor Er•o�nung der das Braess'sche Para-
doxon hervorrufenden Route 3 (gr•un) sowie zum Vergleich die Reisezeit
im Nutzergleichgewicht (rot). Im Bereich der Kr•ummung der mittleren
Reisezeit im SO (43 < q < 2) bietet die Br•ucke im Systemoptimum Vorteile,
w•ahrend im Nutzergleichgewicht das Braess'sche Paradoxon auftritt.

Alten, da die Br•ucke nicht genutzt wird. 14

7.7.3. Systemoptimum im Braess-Netzwerk

Das Systemoptimum wird wie in Abschnitt 7.6.1 durch Minimierung der mit den Anteilen
gewichteten mittleren Reisezeit (7.12) unter den Nebenbedingungen

P
r wr = 1 und

0 � wr � 1 gefunden. Das Ergebnis (vgl.•Ubungsaufgaben) ist in Abb. 7.11 dargestellt
und lautet

TSO(q) =

8
<

:

3 + 2q q < 1; alle •uber Route 3
7 � 2

q 1 � q � 2; Benutzung der Routen 1, 2 und 3
5 + q

2 q > 2; alle •uber Routen 1 bzw. 2.
(7.32)

Diskussion:

ˆ Im Systemoptimum bringt die neue Strecke f•ur Nachfragenq < 2 Vorteile und weist
entsprechend Anteilew3 > 0 auf. Sie bringt also insbesondere auch in einem Bere-
ich 4

3 < q < 2 Vorteile, in welchem im Nutzergleichgewicht das Braess-Paradoxon
wirksam ist.

ˆ F•ur q � 2 wird Route 3 im Systemoptimum nicht befahren und es gelten dieselben
Verh•altnisse wie im Nutzergleichgewicht vor der Br•ucke (nur in symmetrischen

14 Man muss aber immer im Hinterkopf behalten, dass in dieser Aufgabe nur ein einziges Fahrtenmatrix-
element F ijk umgelegt wurde. F•ur andere Nachfrageelemente dieser Matrix kann sich durchaus eine
Nutzung der Br•ucke ergeben. Au�erdem beein
ussen diese nat•urlich auch das Umlegungsergebnis
f•ur das betrachtete Matrixelement.
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Route 2
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1 km 1 km
2 km4 km

4 km

v0=30 km/h, K=1000/h

v0=60 km/h, K=2000/h

v0=30 km/h, K=1000/h

BA

Figure 7.12.: Verkehrsnetz von Abbildung 7.5, aber mit neuer Baustelle auf Route 2.

Ausnahmef•allen wie diesem Netzwerk ohne Route 3 ist das Nutzergleichgewicht
gleich dem Systemoptimum). Nat•urlich kann das Braess-Paradoxon im System-
Optimum nicht statt�nden.

Abschlie�end sei bemerkt, dass es Hinweise auf das Auftreten des Braess-Paradoxons
in realen Stra�ennetzwerken gibt, z.B. in Stuttgart und New York.15 Schlie�lich wurden
empirische Routenwahlexperimente durchgef•uhrt, in denen das Braess-Paradox auftrat16

7.8. Ein Lernverfahren zur Ermittlung des Wardrop'schen
Gleichgewichts

Das Nutzergleichgewicht kann auch mit Hilfe eines Lernverfahrens gefunden werden,
bei der sich die Routenbelegungen allm•ahlich an das Wardrop'sche Gleichgewicht an-
passen. Dieser Ansatz kann zweierlei Zielen dienen:

1. Modellierung der allm•ahlichen Anpassung der Verkehrsteilnehmer an die neue Situ-
ation, also derDynamik der Routenwahl, welche i.A. •uber einige Tage oder Wochen
abl•auft.

2. Realisierung einer nummerischen Methode zur Ermittlungdes Nutzergleichgewichts,
welche auch f•ur gr•o�ere Netze und/oder komplizierterer CR-Funktionen anwend-
bar ist, bei denen die direkte analytische L•osung nicht m•oglich ist.

Beim Modellieren des Lernprozesses machen wir folgende Annahmen:

15 W. Blum, \Ewig lockt die Schnellstra�e" , S•uddeutsche Zeitung, 23.01.2006.
16 Rapoport et. al., "Braess Paradox in the Laboratory ...", on line unter

http://ssrn.com/abstract=783424 .
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7. Routenwahl bzw. Verkehrsumlegung

ˆ Ausgangspunkt ist ein Netzwerk mit R sinnvollen Routenalternativen in einer
Nichtgleichgewichtssituation, d.h. es gibt Paare von Routen r und s, welche ein-
erseits benutzt werden (wr (t) > 0 und ws(t) > 0), welche aber unterschiedliche
Nutzenfunktionen bzw. Reisezeiten aufweisen,Tr 6= Ts.

ˆ Der Verkehrsanteil verschiebt sich allm•ahlich auf die Routen mit aktuell geringerer
Reisezeit:

dwr

dt
>

dws

dt
falls Tr < T s: (7.33)

ˆ Der Lernprozess ist \linear", d.h., die \Zuwanderungsrate" dwr
dt auf Route r steigt

linear mit fallender Fahrtzeit,

dwr

dt
= C �

Tr

T0�
: (7.34)

Hier ist � die mittlere \Lernzeit", d.h. die Zeit, nach der sich die Ungleichheit
der Reisezeiten zweier Routenalternativen im Mittel \herumgesprochen" hat (typ-
ischerweise wenige Tage) undT0 ist eine typische Reisezeit in den selben Einheiten
wie Tr (z.B. die schnellste Zeit im leeren Netz; diese Zeit ist notwendig, damit �
die Bedeutung einer \Lernzeit" hat.)

ˆ Erreicht ein Routenanteil r 0 den Wert wr 0 = 0, f•allt diese Route aus der weiteren
Betrachtung heraus und ergibt letztendlich eine der Routen, f•ur die die Wardrop-
Bedingungen als Ungleichung gelten:wr 0 = 0 und Tr 0 > T UE .

Die Konstante C in (7.34) wird durch die Bedingung
P

r wr = 1 bzw.
P

r
dwr
dt = 0

ermittelt. Das Ergebnis lautet

dwr

dt
=

�T � Tr

T0�
mit �T =

1
R

RX

r =1

Tr : (7.35)

Man beachte, dass�T { im Gegensatz zur ZeitTSO des Systemoptimums { alsungewichtetes
arithmetische Mittel der Tr zu verstehen ist.

Die Abbildungen 7.12 und 7.13 zeigen eine Anwendung dieses Verfahrens auf das
Rechenbeispiel mit zwei Routenalternativen (vgl. die•Ubungsaufgaben): Die allm•ahliche
Anpassung der Routenumlegung wird durch eine neue Baustelle hervorgerufene. Gezeigt
ist die •Anderung der Routenanteile gem•a� Gl. (7.35) und die •Anderung der Verkehrsnet-
zqualit•at f•ur die skalierte Nachfrage q = QAB =K1 = 2, der Relaxationszeit � = 5 Tage,
der typischen ReisezeitskalaT0 = 10 Minuten sowie als Anfangsbedingung das Wardrop-
Gleichgewicht vor Einrichtung der Baustelle.
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Figure 7.13.: Routenanteile (links) und Reisezeiten (rechts) bei der allm•ahlichen Anpas-
sung an das Wardrop-Gleichgewicht.

7.9. Stochastisches Nutzergleichgewicht

Das stochastische Nutzergleichgewicht , abgek•urzt SUE (stochastic user equi-
librium) beruht auf folgenden Annahmen:17

1. Die Verkehrsteilnehmer kennen den aktuellen Verkehrszustand nicht genau oder
haben unterschiedliche Pr•aferenzen bei der Auswahl bzw. Bewertung derR Routenal-
ternativen r = 1 ; 2; : : : ; R von A nach B.

2. Jeder Verkehrsteilnehmer w•ahlt die Route r , f•ur die der subjektive individu-
elle Nutzen Ur maximal ist. Dieser setzt sich aus den •uber alle Verkehrsteil-
nehmer gemittelten Nutzen �ur und einer unabh•angigen Zufallsgr•o�en Zr mit
verschwindendem Erwartungswert,E (Zr ) = 0, zusammen:

3. Der gemittelte subjektive Nutzen �ur f•ur Route r h•angt i.A. von allen Routenan-
teilen w = ( w1; w2; : : : ; wR ) ab.

Aus den obigen Annahmen ergibt sich die folgende kompakte Formulierung des SUE:

Stochastisches Nutzergleichgewicht: W•ahle diejenige Routenalternative, f•ur
welche

Ur (w ) = �ur (w ) + Zr = max! (7.36)

Die Annahmen des SUE sind vergleichbar mit den Voraussetzungen der f•ur die Aufteilung
verwendeten diskreten stochastischen Wahltheorie , vgl. Gl.(5.9) auf Seite 100.

17 f•ur detailliertere Informationen siehe z.B. Juan de Dios Ort uzar, Luis G. Willumsen, Modelling Trans-
port (3rd Edition, 2001).
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Der wesentliche Unterschied zur Aufteilung ist die Tatsache, dass aufgrund der CR-
Funktionen die Ergebnissew der Routenwahl-Entscheidungen einen Ein
uss auf die
Nutzenfunktionen (Reisezeiten)Ur (w ) der Routen haben, also die Grundlage der Wahlentschei-
dung selbst ver•andern!18 Dies f•uhrt zu i.A. nur nummerisch l•osbaren nichtlinearen Be-
dingungen f•ur das stochastische Nutzergleichgewicht.

7.9.1. Zwei Alternativen

Wir betrachten als Beispiel zwei m•ogliche Alternativrout en. Wie bisher bilden wir die
Nutzenfunktion durch die negative Reisezeit ab (Ur = � Tr ) und modellieren die mittlere
Reisezeit� �ur durch CR-Funktionen als Funktionen von w1 und w2 = � w1:

Tr = � Ur = �Tr (w1) � Zr : (7.37)

F•ur die zwei Alternativen r = 1 und 2 erhalten wir aus der De�nition (7.36) die Be-
dingung: \Falls T2 � T1 > 0, w•ahle Route 1, ansonsten Route 2". Da es i.A. viele
Verkehrsteilnehmer gibt, kann man nach dem Gesetz der Gro�en Zahl19 den Routenan-
teil w1 gleichsetzen mit der Wahrscheinlichkeit, Route 1 zu w•ahlen:

w1 = P(T1 < T 2)

= P( �T1 � Z1 < �T2 � Z2)

= P(Z2 � Z1 < �T2 � �T1)

Mit der Zufallsgr•o�e Z als Di�erenz zweier Zufallsgr•o�en und der entsprechendenVerteilungs-
funktion,

Z = Z2 � Z1; F (z) = P(Z < z ) (7.38)

sowie der Di�erenz der mittleren Reisezeiten,

� T(w1) = �T2(w1) � �T1(w1); (7.39)

erh•alt man das allgemeine Ergebnis f•ur das SUE bei zwei Altenativen:

w1 = F (� T(w1)) SUE f•ur zwei Alternativen. (7.40)

Da die Zufallsanteile Zr der Reisezeiten nach Voraussetzung unabh•angig sind, kann
man die Verteilungsfunktion F (z) der Di�erenz Z = Z2 � Z1 mit Hilfe des Faltungssatzes
(5.16) aus den Verteilungsfunktionen vonZ1 und Z2 berechnen. Sind insbesondere beide
Zufallsanteile gau�verteilt mit Erwartungswerten E (Zr ) = 0 und Varianzen � 2

r , erh•alt
man f•ur Z eine Gau�verteilung mit E (Z ) = 0 und Varianz � 2

z = � 2
1 + � 2

2. Damit wird
Gleichung (7.40) zu

w1 = �

 
� T(w1)

p
� 2

1 + � 2
2

!

(7.41)

18 In konkreten Anwendungen werden die Schritte Verteilung, Au fteilung und Umlegung mehrfach
durchgef•uhrt, so dass letztendlich auch in der Aufteilung eine R•uckkopplung statt�ndet.

19 Gesetz der Gro�en Zahl: F•ur eine gro�e Zahl unabh•angiger Zuf allsereignisse n•ahern sich die relativen
H•au�gkeiten der m•oglichen Alternativen den entsprechen den Wahrscheinlichkeiten an.
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Figure 7.14.: Veranschaulichung der Formel (7.40) f•ur dasstochastisches Nutzergle-
ichgewicht bei zwei Alternativen. N•aheres siehe Haupttext.

mit der tabellierten Verteilungsfunktion �( z) der Standardnormalverteilung(Normalverteilung
mit Erwartungswert=0, Varianz=1).

Die Gleichungen (7.40) und (7.41) stellen i.A. transzendente (d.h. nicht analytisch
l•osbare) Gleichungen dar, da die gesuchte Gr•o�ew1 sowohl auf den linken Seiten, als
auch, als Argument einer nichtlinearen Funktion, auf den rechten Seiten dieser Gle-
ichungen vorkommt. Man kann diese Bedingungen aber anschaulich gra�sch l•osen, wie
Abbildung 7.14 zeigt.

Die dunkelblaue Linie von Abb. 7.14 oben zeigt schematisch eine Reisezeit-Nachfrage-
Kurve analog zu Abb. 7.6, aber f•ur die Di�erenz � T anstelle der Einzelzeiten. Das
Wardrop-Gleichgewicht wUE

1 ist wie bisher durch T1 = T2 bzw. � T(wUE
1 ) = 0 gegeben.

Mit Zufallsanteilen Z wird jedoch aus der dunkelblauen Kurve das hellblaue Band, dessen
Verteilungsfunktion F (z) in Abh•angigkeit vom Argument z = � T(w1) durch die hell-
blaue Kurve in der unteren Gra�k dargestellt ist. Insbesondere gilt bei symmetrischen
Zufallsgr•o�en wie Gau�verteilungen an der Stelle des deterministischen Wardrop-Gleichgewichts
F (� T(wUE

1 )) = F (0) = 1
2 . Da dies nur f•ur wUE

1 = 1
2 mit der SUE-Formel F (� T(wSUE

1 )) =
wSUE

1 •ubereinstimmt, ist der Routenanteil wSUE
1 im Allgemeinen vom deterministischen

Wardrop-Gleichgewicht verschieden. Im Grenzfall einer Verteilung mit verschwindender
Varianz (hellblaue Stufenfunktion in Abb. 7.14 unten) geht das SUE in das determinis-
tische Nutzergleichgewicht •uber.
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Diskussion

Zu bemerken ist, dass man auch beim stochastischen Nutzergleichgewicht eindetermin-
istisches (!) Ergebnis f•ur die Umlegung bekommt: Hintergrund ist die gro�e Zahl der
Verkehrsteilnehmer, durch die die einzelnen Schwankungenweggemittelt werden und
damit die Wahrscheinlichkeit gleich den relativen H•au�gk eiten gesetzt werden kann.

Des Weiteren ist bemerkenswert, dass Zufallsgr•o�en mit verschwindendem Erwartungswert
zu einer deterministischen Verschiebung des Umlegungsergebnisses f•uhren und sogar
Routen, welche im deterministischem Fall nicht benutzt werden, im SUE einen endlichen
Verkehrsanteil aufweisen k•onnen.

Im Falle zweier Alternativen und symmetrischer Zufallsvariablen (dies wird h•au�g
angenommen), kann man dies noch pr•azisieren: Der AnteilwSUE

1 im stochastischen
Nutzergleichgewicht ist gegen•uber dem deterministischen GleichgewichtwUE

1 in Richtung
1
2 verschoben: �

�
�
�w

SUE
1 �

1
2

�
�
�
� �

�
�
�
�w

UE
1 �

1
2

�
�
�
� :

Dies wird aufgrund der f•ur symmetrische Z g•ultigen Beziehung F (� T(wUE
1 )) = 1

2 und
der SUE-BedingungF (� T(wSUE

1 )) = wSUE
1 anhand Abb. 7.14 unmittelbar klar.

7.9.2. Mehrere Alternativen

Im Multinomial-Logit-Ansatz sind die Bedingungen f•ur den Routenanteil wr nach der
diskreten Wahltheorie gegeben durch die verallgemeinerteBedingung

wr =
e� �ur (w )

P R
s=0 e� �us (w )

=
e� �T r (w )

P R
s=0 e� �T s (w )

: (7.42)

Bei i.A. sehr vielen Routenr stellt dies ein kompliziertes, nichtlineares Gleichungssys-
tem f•ur den Vektor w der Routenanteile dar. Es ist jedoch problemlos m•oglich, die das
SUE de�nierende Bedingung (7.36) direkt mit sog. Monte-Carlo-Methoden zu l•osen,
wie folgender Unterabschnitt zeigt.

7.9.3. Nummerisches Mehrweg-Verfahren

In Monte-Carlo-Methoden werden Instanzen von stochastischen Gr•o�en wie die in Gl.
(7.36) mit Hilfe von generierten (Pseudo-)Zufallszahlen direkt berechnet und die Berech-
nung so lange wiederholt, bis man mit Hilfe des Gesetzes der gro�en Zahlen hinreichend
genaue Aussagen •uber die interessierenden Erwartungswerte machen kann. Hier kann
man folgenderma�en vorgehen:

1. Ermittlung aller sinnvollen Routenalternativen, entweder intuitiv oder mit Verall-
gemeinerungen von Bestweg- Verfahren. Jeder Routenalternative r wird anfangs
ein im Rahmen der Restriktionen

P
r wr = 1 und 0 � wr � 1 beliebiger Nach-

frageanteil wr zugeordnet.
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Figure 7.15.: Vergleich des Wardrop'schen Nutzergleichgewichts mit dem stochastischen
Nutzergleichgewicht (SUE) f•ur das Beispiel des Braess'schen Paradoxons
von Abschnitt 7.7. F•ur die Routenwahl im SUE wurden f•ur die stochastis-
chen Anteile Zr Gau�-Verteilungen mit Standardabweichung � zr = 0 :15Tr

eingesetzt.

2. \Ausw•urfeln" eine Routenentscheidung gem•a� (7.36): M an berechnet unter Ver-
wendung von Pseudo-Zufallszahlen alle stochastischen Nutzenfunktionen Ur (w )
mit w = ( w1; w2; : : : ; wR ) und w•ahlt die Route mit dem jeweiligen Maximum aus.

3. Die neuen Routenanteilew werden gleich den relativen H•au�gkeiten der bish-
erigen Routen-Favoriten gew•ahlt oder, in einer anderen Variante des Verfahrens,
mit einem geeigneten exponentiellen gleitenden Mittel dervergangenen Favoriten
berechnet.

4. Die Schritte 2 und 3 werden so lange iteriert, bis sich die Routenanteile w nicht
mehr wesentlich •andern und damit das SUE darstellen.

Die Abbildung 7.15 zeigt die nummerischen Ergebnisse f•ur das im Abschnitt 7.7 disku-
tierte Braess'sche Paradoxon. Die Abbildung zeigt, dass

ˆ im SUE teilweise Strecken gew•ahlt werden, welche im Wardrop-Gleichgewicht un-
genutzt bleiben,

ˆ das Braess'sche Paradoxon auch im SUE vorhanden ist, wenn auch in abgeschw•achter
Form.

7.10. Herleitung der Webster-Formel

In der Warteschlangentheorie nimmt man zuf•allige Ankunftsraten neuer Fahrzeuge
sowie zuf•allige \Abfertigungszeiten" (Durchfahrtszeit en wartender Fahrzeuge durch die
Engstelle) an: In jedem kleinen Zeitintervall � t ist
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P0 P1 PmPm-1 Pm+1
.....

Q Q Q Q Q

KKKKK K

.....

Q

Figure 7.16.: Zur Herleitung der Webster-Formel. Die Ankunftsrate Q gibt die
•Ubergangswahrscheinlichkeit von der Schlangenl•angem zur L•ange m + 1
an, w•ahrend die Abfertigungsrate (Kapazit•at) K den •Ubergangm ! m� 1
bewirkt.

ˆ die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fahrzeug ankommt, durchQ� t gegeben,

ˆ die Wahrscheinlichkeit, dass ein wartendes Fahrzeug \abgefertigt" wird, also die
Engstelle passiert, durchK � t gegeben.

Diese Zuf•alligkeit repr•asentiert die Tatsache, dass Fahrer gr•o�ere oder kleinere Abst•ande
halten bzw. schneller oder langsamer anfahren. Die dahinterliegende Verteilung (Pois-
sonverteilung f•ur die Zahl der Fahrzeuge bzw. Exponentialverteilung f•ur die Zeitabst•ande)
ist aber gerade bei dichtem Verkehr nicht sehr gut erf•ullt.

Im Grenzfall � t ! 0 kann man gem•a� Abb. 7.16 die WahrscheinlichkeitenPm daf•ur,
dass die Warteschlange genaum Fahrzeuge lang ist, durch eine Di�erenzialgleichung
(\Master-Gleichung") beschreiben:

dPm

dt
= QPm� 1 + KP m+1 � (Q + K )Pm ; falls m > 0;

dP0

dt
= KP 1 � QP0:

(7.43)

Im station•aren Fall (die Umlegung beschreibt ja im Allgemeinen station•are Verh•altnisse,
d.h. z.B die mittleren Verkehrs
•usse, Reisezeiten etc. bleiben gleich!) •andern sich die
Wahrscheinlichkeiten nicht, dPm

dt = 0. Damit erh•alt man aus der Mastergleichung (7.43)
unter Verwendung der relativen Nachfrageq = Q=K die Bedingungen

P1 =
Q
K

P0 = qP0; P2 = (1 + q)P1 � qP0 = q2P0; : : : Pm = qm P0:

Aus der Summenbedingung f•ur Wahrscheinlichkeiten,
P

m Pm = 1, erh•alt man unter
Anwendung der geometrischen Reihe

P 1
m=0 qm = 1=(1 � q) f•ur die Wahrscheinlichkeit

der Schlangenl•ange 0 (d.h. kein Fahrzeug wartet) den WertP0 = 1 � q und damit
allgemein

Pm = (1 � q)qm : (7.44)
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Die mittlere Schlangenl•ange (in der Verkehrsplanung dreht sich alles um gemittelte
Gr•o�en!) ist daher

E (m) =
1X

m=0

mPm

= (1 � q)
1X

m=0

mqm

= (1 � q)q
d
dq

1X

m=0

qm

= (1 � q)q
d
dq

�
1

1 � q

�

=
q

1 � q
:

Damit ist die mittlere Wartezeit E (T)wait = E (m)=K und die mittlere Gesamtzeit
T = T0 + E (T)wait gegeben durch

T = T0 +
q

K (1 � q)
; (7.45)

also durch die im Skript angegebene Formel (7.5).
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7.11. Verwendete Symbole

i; j
Indices f•ur Quellanbindungen (Quellbezirke), bzw. Zielanbindun-
gen (Zielbezirke).

k; t Indices f•ur Verkehrsmodi bzw. Zeitscheiben (Stundenintervalle).

l Index f•ur Streckenelemente bzw. Kanten (\Links") des Netzwerks.

r; R Index f•ur relevante Routenalternativen und deren Gesamtzahl.

L l ; K l Streckenl•ange und Kapazit•at (Fahrzeuge/h) der Kante l

V0l ; Vl Geschwindigkeit auf Kante l im leeren Netz bzw. allgemein

T0l ; Tl Durchfahrzeit auf Kante l im leeren Netz bzw. allgemein

Uij ; Ul ; Ur
Nutzenfunktion (Utility) der Verbindung von Knoten i nach
Knoten j bzw. auf Kante l bzw. auf Route r

Tr = � Ur Reisezeit als Hauptkomponente der Utility

Fijk (t)
Fahrtenmatrixelement: Mittlere Zahl der Fahrten von i nach j mit
Modus k in Zeitscheibe t (Unterschied zur Verkehrsstrommatrix:
Letztere gibt Personenwege, nicht Fahrten an.)

FAB

MIV-Nachfrage von A nach B (Fahrtenmatrixelement mit i = A,
j = B , wobei k = MIV und der Zeitscheibenindex weggelassen
wurde)

Ql Verkehrsbelastung auf der Kantel (z.B. Fahrzeuge/h).

bg
k Besetzungsgrad f•ur Verkehrsmittel k in Quelle-Ziel-Gruppe g

f g
TGL (t)

Tagesganglinienelement: Anteil der t•aglichen Verkehrsnachfrage in
Quelle-Ziel-Gruppe g an, welche innerhalb der Zeitscheibet stat-
t�nden.

q = Q=K Auf eine Referenzkapazit•at bezogene Streckenbelastung.

wr
Anteil des Fahrtenmatrixelements, welches •uber Router umgelegt
wird.

wUE
r ; wSUE

r ; wSO
r

Routenanteile im Wardrop'schen bzw. stochastischen Gle-
ichgewicht bzw. im Systemoptimum.

F (z) Verteilungsfunktion der Zufallsgr•o�e Z

�( z) Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

� 2
z Varianz der Zufallsgr•o�e Z .
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Likert-Skala 1-5 mit Bild einfuegen!
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8. Datengewinnung: Verkehrserhebungen

Die Erhebung der Daten zum jeweiligen Sachverhalt ist ein wesentlicher Bestandteil der
Vorgehensweise in der•Okonometrie. Insbesondere muss die Art der Erhebung und die
erhobenen Daten zum vorgesehenen •okonometrischen Modellpassen. In diesem Kapitel
werden neben der Erhebungsmethodik (Abschnitt 8.2) die f•ur die Verkehrs•okonometrie
wichtigen Datenkategorien kurz vorgestellt: Verkehrs
ussdaten (Abschnitt 8.3), Daten
zum Mobilit•atsverhalten (Abschnitt 8.4) und die direkte N utzermessung (Abschnitt 8.5).
Im n•achste Kapitel 9 werden dann die statistischen Eigenschaften der meist als Stich-
probe vorliegenden Daten untersucht. Das Flussdiagramm 8.1 zeigt als •Ubersicht die
Einbindung der Datenerhebung in den allgemeinen Ablauf einer •okonometrischen Un-
tersuchung.

8.1. Ablauf einer Erhebung

Eine Datenerhebung (vgl. Abb. 8.2) beginnt mit der De�nitio n der statistischen Ein-
heiten (Merkmalstr•ager), der r•aumlich, zeitlich und sachlich abzugrenzenden Grundge-
samtheit und der nicht notwendigerweise identischen Ziehungsgrundlage (Abschnitt 8.2).

Die zu erhebenden Merkmale sind durch die ausgew•ahlten Modelle vorgegeben und
m•ussen sowohl die exogenen als auch die endogenen Variablen dieser Modelle enthalten.

Anschlie�end wird die Erhebung selbst spezi�ziert: Meist wird man als Ziehungsmth-
ode eine Stichprobe w•ahlen, deren Umfang man in Abh•angigkeit der angestrebten Genauigkeit
festlegt (Kapitel 9). Die Modalit•at der Stichprobe (Zufal lsstichprobe, geschichtete Stich-
probe, Klumpenstichprobe) richtet sich einerseits nach den zur verf•ugung stehenden
Mitteln (Klumpenstichproben sind bei gleichem Umfang weniger aufw•andig zu erheben)
und nach der Priorit•at, welcher auf Repr•asentativit•at u nd die Vermeidung systematis-
cher Verzerrungen gelegt wird (dann ist die Zufallsstichprobe mit Entzerrung optimal).

Je nach Umfang und Komplexit•at der Erhebung, der angestrebten R•ucklaufquote
und der verf•ugbaren Mittel w•ahlt man die Erhebungsform aus (vgl. Abb. 8.2). Eine
Erhebung in Form eines pers•onlichen Interviews ergibt dieh•ochste R•ucklaufquote und
die h•ochste Datenqualit•at, da Missverst•andnisse sofort gekl•art werden k•onnen.

Nach Festlegung aller Erhebungsdetails wird zun•achst an wenigen Probanden in einem
Pre-Test gepr•uft, ob die Erhebung so funktioniert wie vorgesehen, insbesondere, ob es
Schwierigkeiten bei der Fragenbeantwortung gibt und sich die Verweigererquote in den
anvisierten Grenzen h•alt. Nach Optimierung des Erhebungsprotokolls wird dann die
eigentliche Erhebung durchgef•uhrt.

Die Auswertung der Erhebung beinhaltet schlie�lich das Aufstellen der Systemgle-
ichungen anhand des vorgesehenen •okonometrischen Modells. Diese Systemgleichun-
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Figure 8.1.: Eingliederung der Datenerhebung in den allgemeinen Ablauf einer
•okonometrischen Untersuchung.
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Figure 8.2.: Ablaufdiagramm einer verkehrs•okonometrischen Datenerhebung.
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Figure 8.3.: Verschiedene Datenarten bzw. Erhebungsdesigns, aufgegliedert bez•uglich
der Dimensionen Zeit, Stichprobenumfang (Achse \Merkmalstr•ager") und
Zahl der Merkmale bzw. typischer Umfang des Fragebogens (Achse \Merk-
male").

gen dienen dann als Ausgangspunkt f•ur die Parmametersch•atzung und den Test der
gewonnenen Aussagen.

8.2. Erhebungsdesign

Je nach Art der erho�ten Aussagen bzw. der zu pr•ufenden Hypothesen wird die Erhe-
bungsmethodik bez•uglich folgender Kategorien festgelegt:

8.2.1. Aggregierungsebene

Diese reicht von einer globalen Untersuchung der Merkmale einer statistischen Gesamtheit
•uber eine mehr oder weniger feineDisaggregierung nach z.B. Alter, Geschlecht, Berufst•atigkeit,
Kfz-besitz, Haushaltsgr•o�e, Wegezweck etc) bis zur Untersuchung auf individueller Ebene.
Den Spezialfall einer Disaggregierung nach Altersgruppenbezeichnet man auch alsKo-
hortendesign .

8.2.2. Zeit- und Merkmalstr•agerdimension

Die Unterscheidungen werden in Abb. 8.3 veranschaulicht:

ˆ Querschnittsdaten werden zu einem festen Zeitpunkt oder Zeitintervall erhoben
und stellen quasi einen \Schnappschuss" der Situation dar.
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ˆ Bei L•angsschnittdaten hingegen wird auch die Ver•anderung in der Zeit ber•ucksichtigt.
Dies kann in Form mehrerer Querschnitterhebungen (Trend-Design ) erfolgen,
welche in Zeitabst•anden von i.d.R. mehreren Jahren mit jeweils neuen Stichproben
wiederholt werden. Diese Methodik wird z.B. bei den gro�en Mobilit•atserhebungen
SrV (System relevanter Verkehrserhebungen) und MiD (Mobilit•at in Deutschland)
angewandt. Untersucht man hingegen ein und dieselbe Stichprobe bzw. Personen-
gruppe fortlaufend •uber mehrere Jahre, spricht man vonPaneldaten .1 Um einen
•uberm•a�igen Ausfall der im Panel enthaltenen Personen im Laufe der Zeit bzw.
Fluktuationen zu vermeiden, muss man bei solchen Befragungen jedoch die Zahl
der erhobenen Merkmale beschr•anken, was in Abb. 8.3 durch eine gegen•uber der
Querschnittserhebung reduzierten \H•ohe" symbolisiert ist. Ferner ist bei einem
Panel-Design der Umfang der Stichprobe (in Abb. 8.3 symbolisiert durch die
\Tiefe" des entsprechenden Quaders) in der Regel geringer als bei Querschnitts-
Befragungen.

ˆ Zeichnet man hingegen nur einzelne Merkmale kontinuierlich •uber die Zeit auf,
spricht man von einer Zeitreihe .

8.2.3. Ausma� der Kontrolle •uber den Untersuchungsgegens tand

ˆ Objektive Messung . Die Daten werden hier ohne jede Beein
ussung der zu
untersuchenden Subjekte und Objekte erhoben.2 Dies f•uhrt zu maximaler Objek-
tivit•at, da durch •Uberpr•ufung der Messger•ate der Wahrheitsgehalt der Messung im
Prinzip immer getestet werden kann. Andererseits man kann naturgem•a� die zu
untersuchenden exogenen und endogenen Variablen nicht korrigieren und hat auch
keinerlei Kontrolle •uber die St•orein
•usse. Beispiele hierf•ur sind Verkehrsz•ahlungen
(Verkehrs
usserhebungen) sowie Messung anderer objektiver Verkehrseigenschaften
wie Geschwindigkeit, Verkehrsdichte etc. (Abschnitt 8.3).

ˆ Revealed Choice : Erhebung tats•achlicher Ereignisse durch Befragung. Hier wer-
den tats•achlich realisierte Wahlentscheidungen wie Wegekettenwahl, Verkehrsmit-
telwahl und Routenwahl und die relevanten erkl•arenden Variablen wie Alter, Geschlecht,
Zeit- und Geldaufw•ande f•ur die verschiedenen Verkehrsmittel durch Befragung, in
der Regel au�erhalb des Verkehrsraums, erhoben (Abschnitt8.4).

Man erh•alt eine Vielzahl von Informationen, welche man durch Verkehrs
usserhe-
bungen nie gewinnen k•onnte: Man sieht einem vorbeifahrenden Kfz oder einem
Buspassagier ja nicht an, wo der Asugangspunkt und das Ziel des Weges ist und
welchem Zweck er dient. Andererseits ist der Wahrheitsgehalt viel schwerer zu
•uberpr•ufen. Fehler ergeben sich nicht nur durch absichtliche Falschaussagen, son-
dern auch dadurch, dass sich die befragten Personen an vieleDetails nicht oder
nur unvollst•andig erinnern.

1Die daran beteiligten Personen bezeichnet man auch als Panel.
2F•ur Physiker: Abgesehen vom quantenmechanischen Messproblem.
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ˆ Stated Choice bzw. Experimentelles Design durch eine direkte Nutzermes-
sung. Hier wird nicht nach realisierten Entscheidungen gefragt, sondern Gedanken-
experimente durchgef•uhrt nach dem Motto \Wie w•urden Sie sich entscheiden, wenn
Sie ein Kfz zur Verf•ugung h•atten und einen Weg zur•ucklegen m•ussten, der zu
Fu� 30 min, mit dem Rad 10 min, mit •OPNV 20 min und mit dem Kfz 8 min
betr•agt?" Ein Spezialfall des Stated Choice Designs ist die Conjoint-Analyse
(Abschnitt 8.5.2). Im Gegensatz zur Erhebung realisierter Entscheidungen hat
hier der Experimentator viele der exogenen Variablen unterKontrolle und kann sie
genau in den interessanten Bereich bringen bzw. bildlich den Befragten \genauer
auf den Zahn f•uhlen". Hingegen sinkt naturgem•a� die Objektivit•at. Verzerrungen
und systematische Fehler lassen sich kaum kontrollieren. N•aheres in Abschnitt 8.5)

8.2.4. Ziehungsmethode

Bei jeder •okonometrischen Untersuchung muss man zun•achst die Merkmalstr•ager und
deren statistische Gesamtheit bzw.Grundgesamtheit de�nieren. Dies geschieht
(vgl. Statistik-Grundvorlesung) durch

ˆ r•aumliche Eingrenzung (z.B. Untersuchungsgebiet Deutschland oder Dresden),

ˆ zeitliche Eingrenzung (Zeitpunkt oder Zeitraum, z.B. Sommer 2008)

ˆ sachliche Eingrenzung (z.B. nur erwachsene Personen, einschlie�lich Ausl•ander,
die in Deutschland leben aber ausschlie�lich Deutsche, dieim Ausland leben).

Die Ziehungsmethode wird dann charakterisiert durch

ˆ Die Ziehungsgrundlage . Diese ist bei objektiven Messungen eine Teilmenge
der r•aumlichen und zeitlichen Abgrenzung (z.B. die mit Detektoren ausgestattete
Streckenabschnitte) und bei Befragungen meist ein Register, z.B. das Einwohner-
melderegister oder das Kfz-Zulassungsregister. Bei einerErhebung im Verkehrsraum
k•onnen es aber auch die an der erhebenden Person/den erhebenden Personenpoten-
tiell vorbeilaufenden Passanten sein. Die Ziehungsgrundlage muss nicht identisch
zur Grundgesamtheit sein. Vielmehr kann es sich um eine Obermenge handeln (z.B.
Einwohnerregister bei einer aus Motorradfahrern bestehenden Grundgesamtheit),
um einer Untermenge (viele Gewohnheiten deutscher Einwohner werden anhand
einer repr•asentativen Durchschnittsstadt erhoben), oder um eine abgeleitete Menge
(z.B. Einwohnerregister bei einer aus Haushalten bestehenden Grundgesamtheit).
Dieser Sachverhalt wird im Kapitel 9 ausf•uhrlich behandelt.

ˆ Vollerhebung oder Stichprobe . Vollerhebungen sind extrem aufw•andig und
kommen (abgesehen von der Volksz•ahlung) nur f•ur kleine statistische Gesamtheiten
in Frage. Bei der Stichprobe wiederum unterscheidet man im Wesentlichen die
Zufallsauswahl , die Proportionalauswahl (geschichtete Stichprobe) und die
Klumpenauswahl (vgl. Kap. 9).
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Figure 8.4.: Verkehrsbelastungs- und Geschwindigkeitsganglinien auf der A9-S•ud bei
M•unchen. Der Ausschnitt zeigt, dass in der morgendlichen Rush-Hour Stop-
and-Go-Verkehr herrscht.

8.2.5. Modalit•at der Erhebung

Bei Messungen objektiver Merkmale wird die Erhebung in der Regel automatisch durchgef•uhrt,
sie kann aber auch h•andisch z.B. durch Z•ahlger•ate, Notebookeingabe oder Strichlisten
erfolgen. Wichtige Erhebungsmodi bei der Befragung sind

ˆ Pers•onliche Befragung durch eine Betreuungsperson,

ˆ schriftlich,

ˆ telefonisch,

ˆ und per Internet.

Kombinationen (z.B. telefonisches Nachfragen bei Ausbleiben einer schriftlichen Antwort
und Hotlines) sind ebenfalls •ublich.

8.3. Verkehrs
ussdaten

Verkehrs
ussdaten werden direkt im Verkehrsgeschehen an festen Orten erhoben. In der
Regel sind sich die Verkehrsteilnehmer (Fu�g•anger, Radfahrer, Autofahrer) der Erhe-
bung nicht bewusst. Die Erfassung erfolgt in der Regel auf einer der folgenden Arten:

ˆ Personen mit Z•ahlger•aten oder Strichlisten (Stadtverkehr, Untersuchungen f•ur
spezielle Zwecke),
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ˆ Videoaufzeichnung mit anschlie�ender manueller Auswertung,

ˆ automatisch Messung anMessquerschnitten 3 Die Messung kann dabei erfolgen
durch

{ pneumatische Z•ahler : Vor allem Stadtverkehr als tempor•are Anwendung,

{ Induktionsschleifen oder Infrarot-Messung: In der Regel permanente An-
wendung, im Stadtverkehr z.B. als Sensor f•ur verkehrsabh•angig gesteuerte
Lichtsignalanlagen, auf der Autobahn zur Verkehrslagesch•atzung und als Sen-
sor f•ur Verkehrsbeein
ussungsanlagen

{ Videocamera mit automatischer Auswertung (Tracking). Damit k•onnen neben
Kfz-Str•ome auch z.B. Fu�g•angerstr•ome erfasst werden.

Typische erhobenen Merkmale sind die Folgenden:

ˆ Verkehrs
uss im engeren Sinne, d.h. Zahl der Fu�g•anger oder Kfz, welche einen
bestimmten Querschnitt pro Zeitintervall •uberqueren,

ˆ Geschwindigkeit, entweder •uber Zeitintervalle aggregiert oder als Einzelmerkmal
(nur bei Doppelinduktionsschleifen oder aus Videodaten),

ˆ evtl. Art der Fahrzeuge oder zumindest die Fahrzeugl•ange

ˆ evtl. Trajektorien in der N•ahe des Querschnitts.

Abbildung 8.4 zeigt als Beispiel den Verkehrs
uss und die inMinutenintervallen ag-
gregierte Geschwindigkeit von Messquerschnitten auf der Autobahn A9-S•ud n•ordlich
von M•unchen. Man sieht insbesondere, das es in der morgendlichen Rush-Hour (Max-
imum im Fluss) zu einem Stau (Zusammenbruch der Geschwindigkeit) kommt. In der
Detailansicht der Geschwindigkeits-Zeitreihe (rechts) sieht man, dass es sich um die
Stauart \Stop-and-Go-Verkehr" handelt.

8.3.1. Beispiel: Tagesganglinien und Bemessungsverkehrsst•arke

Die •uber einen Tag aufgenommene Zeitreihe des Flusses bezeichnet man auch alsTages-
ganglinie . Nat•urlich h•angt die Tagesganglinie auch vom Wochentag und (in geringerem
Umfang) von der Saison (Sommer, Winter etc) sowie von Sondersituationen (z.B. Fe-
rienanfang, Fu�ballspiel) ab. Man de�niert deshalb verschiedene F•alle, z.B. \Normalw-
erktag"=Dienstag bis Donnerstag, Freitag, Samstag usw., jeweils in \normalen" Wochen
und Wochen mit Sondersituationen.

3Manchmal werden auf diese Weise erhobene Verkehrs
ussdaten als \Querschnittsdaten" bezeichnet.
In Abschnitt 8.2 wurde dieser Begri� jedoch de�niert als Dat en, welche zu einem Zeitpunkt bzw.
einem Zeitraum erhoben wurden. Um Verwechslungen zu vermeiden, wird im Folgenden der Begri�
\Querschnittsdaten" nur in der in Abschnitt 8.2 eingef•uhrt en Bedeutung als \Schnappschuss zu einem
Zeitpunkt bzw. Zeitraum" verwendet.
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Figure 8.5.: Zur De�nition der Bemessungsverkehrsst•arkeQbem

In ihrer Gesamtheit geben die Tagesganglinien Aufschluss •uber die St•arke und zeitliche
Verteilung der Verkehrsbelastung. Insbesondere l•asst sich damit die sogenannteBe-
messungsverkehrsst•arke als Quantil der Verkehrsnachfrageverteilung de�nieren (vgl.
Abb. 8.5):

Die Bemessungsverst•arke einer Richtungsfahrbahn ist die Verkehrsnachfrage (in
Kfz/h oder Kfz/h/Fahrstreifen), welcher im statistischen Mittel nur an 30 Stunden
im Jahr •uberschritten wird.

Hintergrund ist, dass man aus •okonomischen Gr•unden die Kapazit•at der Stra�en nicht
nach der maximal zu erwarteten Nachfrage dimensioniert, sondern man vielmehr einen
gewissen Zeitanteil mit Strecken•uberlastung und daraus resultierenden Staus \in Kauf"
nimmt.

Verst•andnisfrage:
Welchem Quantil der Flussverteilung entspricht obige De�nition der Bemes-
sungsverkehrsst•arke?

8.3.2. Vor- und Nachteile gegen•uber Mobilit•atsdaten

� Geringer Erhebungsaufwand; eine automatische Erhebung ist m•oglich

� Da die zu messenden Subjekte sich der Messung nicht bewusst sind, erh•alt man
gr•o�tm•ogliche Objektivit•at

	 Nur wenige Merkmale sind auf diese Weise erhebbar; insbesondere fehlen Informa-
tionen zum Zweck der Ortsver•anderung, der L•ange des Wegessowie alle soziode-
mogra�schen und -•okonomischen Merkmale.
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Figure 8.6.: Visualisierung der Grundgesamtheit (hellblau) und der Stichprobe (dunkel-
rot) bei der Mobilit•atserhebung SrV. Grundgesamtheit und Stichprobe sind
dabei als zweidimensionale Mengen in den Dimensionen \statistischen Ein-
heiten" (Haushalte 1 bis N mit N der Zahl der Haushalte in der Grundge-
samtheit) und der Zeit aufgetragen.

8.4. Daten zum Mobilit•atsverhalten

Mobilit•atsdaten beinhalten alle exogenen und endogenen Variablen des jeweils verwen-
deten •okonometrischen Modells, also im Gegensatz zu den Verkehrs
ussdaten nicht nur
das Ergebnis in Form von Verkehrsbewegungen, sondern auch das Wozu, das Woher-
Wohin, sowie die das Subjekt (den Verkehrsteilnehmer) und seinen/ihren Hintergrund
n•aher beschreibenden sozio•okonomischen Variablen. Damit ist klar, dass eine Erhebung
nicht automatisch, sondern nur durch Befragung durchgef•uhrt werden kann.

8.4.1. Beispiel: System relevanter Verkehrsbefragungen

Die Erhebung von Mobilit•atsdaten soll am Beispiel der in Zusammenarbeit mit der TU
Dresden (Prof. Ahrens) durchgef•uhrten Erhebung System relevanter Verkehrsbe-
fragungen (SrV) verdeutlicht werden.

Die statistische Gesamtheit wird charakterisiert durch

ˆ Statistische Einheit: (i) Haushalte (Abb. 8.7), (ii) Personen (Abb. 8.8)

ˆ R•aumliche Abgrenzung: 34 Ausgew•ahlte St•adte und Gemeinden in Deutschland,
u.a. Dresden (vgl. den Titel \Mobilit•at in St•adten - SrV 20 03")

ˆ Zeitliche Abgrenzung: Alle \mittleren Werktage" (Diensta g-Donnerstag) im Jahr
2003 (vgl. den Titel)

ˆ Sachliche Abgrenzung: Alle in den jeweiligen St•adten wohnende Personen, also
einschlie�lich Kinder und Ausl•ander.
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Figure 8.7.: Haushaltsfragebogen der Mobilit•atserhebung SrV 2003.
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Figure 8.8.: Personenfragebogen der Mobilit•atserhebungSrV 2003.
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Figure 8.9.: Wegefragebogen der Mobilit•atserhebung SrV 2003.

Die Stichprobe wird aus den Einwohnermelderegisterndurch Auswahl von Haushalten
per Zufallsauswahlgezogen. Aus den gew•ahlten Haushalten werdenalle Peronen einbe-
zogen. DerStichprobenumfangbetr•agt etwa 6000 Personen (etwa 3000) Haushalte im
Gro�raum Dresden und etwa ein Sechstel davon in den meisten •ubrigen St•adten/Gemeinden.

Die Stichprobe ist aber nicht nur in der Dimension der statistischen Einheiten ein Teil
der Grundgesamtheit, sondern auch in der zeitlichen Dimension: Erhebungen wurden
nur im April und Mai 2003 durchgef•uhrt und es wurden pro Haushalt bzw. Person nur
die Mobilit•atsdaten f•ur einen einzigen Bezugstagerhoben (vgl. Abb. 8.6)

Das Erhebungsdesign sieht eine Erhebungtats•achlicher Ereignisse auf individueller
Ebene imTrend-Design vor, d.h. eine Querschnittserhebung in gewissen (mehrj•ahrigen)
Zeitabst•anden (ab 1972; die letzten beiden Erhebungen in den Jahren 2003 und 2008).
Die Modalit•at der Erhebung ist entweder ein Telefoninterview oder eineschriftliche
Befragung per Fragebogen.

Die erhobenenMerkmale der Personen k•onnen nach mehreren Kategorien unter-
schieden werden:

ˆ Allgemeine soziodemogra�sche und sozio•okonomische Merkmale : Wohnort
und -Lage, Zugeh•origkeit zu Haushalt mit n Personen, Alter, Geschlecht, Beruf,
Ausbildungsniveau usw. Diese Merkmale werden im Haushalts- und Personen-
fragebogen erhoben (Abb. 8.7 bzw. 8.8).

ˆ Mobilit•atsbezogene sozio•okonomische Merkmale : F•uhrescheinbesitz, Kfz-
und Fahradverf•ugbarkeit, Besitz von •OPNV-Dauerkarten, Entfernung zur n•achsten
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•OPNV-Haltestelle. Diese Merkmale werden ebenfalls im Haushalts- und Person-
enfragebogen erhoben.

ˆ Aktivit•atenbezogene Merkmale : Zahl der Wege (de�niert als zielgerichtete
Ortsver•anderung im •o�entlichen Verkehrsraum) sowie der Wegezweck (die Zielak-
tivit•at). Merkmale dieser und der folgende Datenkategorie werden in den Wege-
frageb•ogen (Abb. 8.9) erhoben.

ˆ Wege- bzw. alternativenbezogene Merkmale : Start und Zielpunkt eines
Weges; Gew•ahltes Verkehrsmittel sowie Reisezeit, Reiseweite und die Kosten des
gew•ahlten Verkehrsmittels f•ur diesen Weg. Aus diesen undden sozio•okonomischen
Merkmalen sowie den Merkmalen der Infrastruktur lassen sich auch Sch•atzungen
f•ur Reisezeit, Reiseweite und die Kosten der verf•ugbarenVerkehrsmittelalterna-
tiven ableiten.

Je nach Modell handelt es sich dabei um exogene oder endogeneVariable. F•ur ein
Verkehrsmittelwahlmodell ist beispielsweise nur das gew•ahlte Verkehrmittel eine endo-
gene Variable, w•ahrend alle anderen Merkmale die Rolle vonexogenen Variablen spie-
len. Bei Modellen der Verkehrserzeugung sind die beiden ersten Kategorien exogen,
die aktivit•atenbezogenen Merkmale endogen und die Wege- bzw. alternativenbezogene
Merkmale nicht relevant.

F•ur die Modellierung ist es relevant, dass die Merkmale verschiedene Skalierungen
aufweisen, z.B. dichotom (zweiwertig, bin•ar) wie das Geschlecht, allgemein nominal-
skaliert (z.B. Beruf, gew•ahltes Verkehrsmittel), ordina lskaliert (z.B. Ausbildungsgrad,
Kfz-Verf•ugbarkeit) oder kardinalskaliert (z.B. Alter, R eisezeiten und -weiten). Ferner
ist f•ur die Modellierung wesentlich, dass einige Variablepersonengebunden sind und sich
von Tag zu Tag nicht •andern4 (sozio•okonomische Merkmale), andere sind personenge-
bunden und •andern sich t•aglich (aktivit•atenbezogene Merkmale). Schlie�lich h•angen
die wege- und alternativenbezogenen Merkmale nicht nur vonder Person und dem Tag,
sondern auch vom Weg und dem Verkehrmittel ab.

8.5. Direkte Nutzermessung

In den im vorherigen Abschnitt besprochenen Mobilit•atserhebungen werden tats•achlich
realisierte Entscheidungen abgefragt und daraus dann mit Hilfe von Modellen der diskreten
Wahltheorie Schlussfolgerungen •uber die Bewertungen derverschiedenen Alternativen
gezogen. Deshalb nennt man diese Erhebungen auchrevealed preference , also \aufgedeckte
Pr•aferenzen" (bei der Bewertung des Nutzens). Man kann aber die Pr•aferenzen, also die
Gewichtung der Anteile der Nutzenfunktion, direkt messen. Dazu gibt es drei Methoden:

(a) Stated preference . Verschiedene Alternativen oder auch Aspekte bzw. Merk-
male eines Angebots werden mit einer Rangskala bewertet. Beispiel: Bewerten Sie

4Zumindest innerhalb des pers•onlichen Planungszeithorizonts f•ur die allt•aglichen Ziel -und Verkehrsmit-
telentscheidungen. Auf l•angeren Zeitskalen �nden nat•ur lich durch Umz•uge, Anscha�ungen, beru
iche
Ver•anderungen oder auch schlicht durch das •Alterwerden Ver•anderungen statt.
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allgemein die Attraktivit•at des •OV-Angebots in Ihrer Stadt mit Schulnoten von 1
bis 6. Welche Bewertung w•urden Sie dem•OV auf Ihrem Arbeitsweg geben? Wie
wichtig sind ihnen Taktfolge, P•unktlichkeit, Sauberkeit, Bequemlichkeit, Sicherheit
und der Fahrpreis? Vergeben Sie auch hier jeweils Schulnoten.

(b) Stated ranking . Hier werden Alternativen nach der Rangfolge ihrer Attrakti vit•at
(beste Alternative, zweitbeste, etc) geordnet: wir als •o�entliche Nahverkehrsge-
sellschaft nehmen unsere Kunden wichtig und befragen Sie deshalb zu Ihrer Ein-
sch•atzung zu Fahrpreis, Fahrzeit, Zuverl•assigkeit und Sicherheit. Was ist Ihnen
wichtig bzw. weniger wichtig? Ordnen Sie die Kriterien nachder Bedeutung, die
sie f•ur Sie haben.

(c) Stated choice . Hier wird nur nach der besten aus zwei oder mehr Alternativen
gefragt. F•ur zwei Alternativen ist dies •aquivalent zum st ated ranking. Beispiel:
Angenommen, Sie wollen in einem 3 km entfernten Supermarkt f•ur den Tagesbedarf
einkaufen und Ihnen stehen ein Kfz, ein Fahrrad, eine Buslinie (Kosten 2 e ,
Wartezeit je 10 min, Reisezeit je 10 min) zur Verf•ugung. Siek•onnen auch zu Fu�
gehen. Welches Verkehrsmittel w•ahlen Sie?

8.5.1. Eigenschaften der direkten Nutzermessung

Bei dieser Erhebungsmethode werden keine realisierten Entscheidungen, sondern subjek-
tive Gewichtungen abgefragt. Dies kann durchaus in Form eines Gedankenexperiments
wie im letzten Beispiel geschehen. DieVorteile dieser Erhebungsmethode sind

ˆ Einzelne Ein
ussfaktoren (Zeit, Geld, Flexibilit•at) sin d leichter separierbar und
ihre relative Gewichtung (z.B. Zeit/Geld Faktor) direkt er mittelbar,

ˆ F•ur manche \weiche" nicht objektiv messbare Faktoren wie die Sauberkeit oder
die Bequemlichkeit ist dies die einzige Erhebungsm•oglichkeit

Es gibt aber auchNachteile:

ˆ Subjektive Bewertung einer oft hypothetischen Situation. Die Probanden entschei-
den sich bisweilen anders, als sie es bei einer \echten" Entscheidung tun w•urden,

ˆ Leichter manipulierbar.

8.5.2. Konkretes Anwendungsbeispiel: Wahlbasierte Conjo int-Analyse

Die stated choiceBefragung liefert die empirische Grundlage der wahlbasierten Conjoint-
Analyse. Allgemein bezeichnet dieConjoint-Analyse (Akronym aus dem Englischen:
considered jointly), ganzheitlich betrachtet) ein in der Psychologie entwickeltes und nun
haupts•achlich im Produktmarketing angewandtes multivar iates Verfahren zur gemein-
samen Bewertung der St•arke verschiedener Ein
ussfaktoren auf den Gesamtnutzen eines
bestimmten realen oder �ktiven Produkts.
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F•ur die Verkehrs•okonometrie, insbesondere zur Analyse der Ein
ussfaktoren verkehrs-
bezogener Wahlentscheidungen, ist eine Weiterentwicklung der traditionellen Conjoint-
Analyse, die wahlbasierte Conjoint-Analyse , relevant. Dabei werden den befragten
Personen mehrere Alternativenmengen vorgelegt, woraus imstated-choiceVerfahren jew-
eils die (hypothetisch) gew•ahlte Alternative abgefragt wird. In jeder Alternativenmenge
(engl. choice set ) werden alle oder einige Alternativen mit jeweils genau de�nierten
und von choice set zu choice set im allgemeinen unterschiedlichen Attributwerten zur
(hypothetischen) Wahl gestellt:

ˆ Bei der Wahlentscheidung zum Autokauf k•onnen die Attribut e (Merkmale, Ein-

ussfaktoren, exogene Variable) beispielsweise den Kaufpreis, die Marke, den Typ
(Flie�heck, Kombi, SUV, Van, Zweisitzer ...), den Verbrauch, die Motorleistung,
den Wiederverkaufswert nach 5 Jahren, die Zuladungskapazit•at und vieles mehr
enthalten.

ˆ Bei der Verkehrsmittelwahl sind wichtige Ein
ussfaktoren sicherlich der Modus als
solches, die (Grenz-)kosten, die Reisezeit und die Zuverl•assigkeit.

Dieser Fragebogen wird dann mit den Mitteln der in Kapitel 5.3 vorgestelltendiskreten
Wahltheorie analysiert.

Als einfaches Beispiel zur wahlbasierten Conjoint-Analyse kann als Input einestated
choice Befragung zur Verkehrsmittelwahl unter 75 Studierende einer vergangenen Vor-
lesung dienen. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 8.1 widergegeben. Dabei wird ein
bestimmter Wegezweck angenommen, welcher von den Probanden gut vorstellbar ist
(hier: der Weg von zu Hause zur Uni). Das Stated-Choice Experiment besteht nun
darin, unter den sieben in der Tabelle dargestellten hypothetischen choice setsjeweils
eine Stated-Choice-Entscheidung zu tre�en zwischen folgenden Alternativen:

ˆ Alternative 1: zu Fu� oder mit dem Rad, je nach pers•onlicher Vorliebe,

ˆ Alternative 2: Mit dem •OPNV.

In den verschiedenen Situationen sind die Alternativen unterschiedlich gut ausgestattet,
also mehr oder weniger attraktiv: Als exogene (beein
ussende) Variablen wurden hier
lediglich die generischen Variablen

ˆ Komplexe (Haust•ur-zu-Haust•ur) Reisezeit in Minuten

ˆ Grenzkosten eines Weges/einer Fahrt ine

angenommen. Durch Angabe der komplexen Reisezeiten ist implizit eine mehr oder
weniger gute •OV-Anbindung vorausgesetzt. Mit Grenzkosten sind diezus•atzlichenKosten
gemeint, welche nur f•ur diese konkrete Wahlentscheidung anfallen. Im Falle vorhandener
Dauerkarten k•onnen dies nur Zusatzkosten f•ur Platzkarten, schnellere Verbindungen etc.
sein. Die Probanden m•ussen sich dies als hypothetische Situation vorstellen, auch wenn
in der Realit•at beispielsweise das Semesterticket alles deckt. Sozio•okonomischen Vari-
ablen wurden hier nicht erhoben, aber einige sozio•okonomische Merkmale sind aufgrund
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Hypoth.
Situation

Altern. 1:
Fu�/Rad

Altern. 2:
•OPNV

Wahl
h1

Wahl
h2

Logit:
(h1)pred

Logit:
(h2)pred

1 30 min 30 min + 0 e 5 70 4.2 70.8
2 30 min 40 min + 0 e 21 54 26.5 48.5
3 30 min 50 min + 0 e 63 12 62.6 12.4
4 30 min 60 min + 0 e 75 0 73.4 1.6
5 30 min 30 min + 1 e 26 49 20.5 54.5
6 30 min 30 min + 2 e 50 25 52.8 22.2
7 30 min 30 min + 3 e 70 5 70.2 4.8
8 20 min 30 min + 0 e 35 40 39.0 36.0
9 15 min 30 min + 0 e 64 11 61.5 13.5

Table 8.1.: Ergebnisse des Stated-Choice-Experiments in der •Okonometrie-Vorlesung im
SS 2009

der Zusammensetzung der befragten Personen ohnehin bekannt, z.B. \ist Student" oder
\nicht zu alt".
Wie in den meisten F•allen werden hier die deterministischeNutzenfunktionen ~Vk der
Alternativen k (die Bedeutung der Tilden wird sp•ater ersichtlich) bzw. der Widerstand
Wk = � ~Vk linear modelliert:

�V1 = � W1 = ~� 10 + ~� 11T1 + ~� 12K 1;
�V2 = � W2 = ~� 20 + ~� 21T2 + ~� 22K 2:

(8.1)

Hierbei bedeuten:

ˆ Tk die komplexe Reisezeit (Minuten) und K k die Kosten (e ) bei Nutzung der
Alternative k. Diese generischen Variablen wurden alternativenspezi�sch model-
liert, da sowohl Zeiten als auch Kosten bei verschiedenen Alternativen in der Regel
unterschiedlich bewertet werden.

ˆ

~� 10 und ~� 20 die alternativenspezi�schen Konstanten, welche hier die globale Pr•aferenzen
f•ur bestimmte Verkehrsmittel angeben.

Zusammen mit dem Unsch•arfeparameter� des Logit-Modells (1=� gibt die Unsch•arfe
des Zufallsnutzens an) h•atte man somit sieben Modellparameter, n•amlich � und die sechs
Vorfaktoren ~� kj . Diese Zahl kann man aber reduzieren und dies ist auch notwendig, da
sonst die mathematische Beschreibung •uberbestimmt ist:

ˆ F•ur Wahlmodelle wir das Logit-Modell sind nur Nutzendi�er enzen, nicht aber
absolute Werte des Nutzens relevant. Schlie�lich vergleicht man ja Alternativen
und zum Vergleich geh•ort immer ein Bezugspunkt! Also kann man, wie bereits
im Kapitel 5.5 erl•autert, eine der alternativenspezi�schen Konstanten gleich null
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setzen. Wir setzen ~� 20 = 0, so dass ~� 10 nummehr den Alternative 1 gegen•uber
Alternative 2 gew•ahrten \Bonus" darstellt, wenn alle ande ren Ein
•usse, also die
Summe aller anderen Nutzenanteile, bei beiden Alternativen gleich sind.

ˆ Da die eigentliche Wahlentscheidung auf Basis einer Ordinalskalierung erfolgt (\besser
oder schlechter"), kann man alle Nutzenanteile bzw. die zugeh•origen Parameter
mit einem gemeinsamen Skalierungsfaktor multiplizieren. Wichtig ist aber, dass
auch f•ur den Zufallsnutzen zu tun (vgl. Abschnitt 5.3). Hie r de�nieren wir den
Nutzen in Einheiten der Schwankungsbreite 1=� des Zufallsnutzens, indem wir alle
Parameter mit 1=� multiplizieren. Es gilt also nun � = 1 und � kl = ~� kl =� .

ˆ Schlie�lich fallen zu Fu� oder mit dem Rad keine monet•aren K osten an, also� 12 =
0.

Damit ergibt sich schlie�lich das modi�zierte Modell

V1 = � 0 + � 1T1;
V2 = � 2T2 + � 3K 2:

(8.2)

Die verbleibenden vier Parameter dieses Modells haben folgende Bedeutung:

ˆ � 0: Globale Bevorzugung der Alternative Fu�/Rad gegen•uber dem •OV in Nutzenein-
heiten. Eine Nutzeneinheit (NE) ist dabei eine Schwankungsbreite 1=� des Zufall-
snutzens. Werte j� 0j > 1 bedeuten also, dass sich der eine Alternative gew•ahrte
\Vorschssbonus" deutlich von den Schwankungen der Zufallsnutzen abhebt.

ˆ � 1: Zeitsensitivit•at in NE pro Minute Fu�- oder Radweg,

ˆ � 2: Zeitsensitivit•at in NE pro •OV-Minute

ˆ � 3: monet•are Sensitivit•at in NE pro f•ur den •OV aufgebrachten Euro.

Aus dem bin•aren Logitmodell ergibt sich aus der IIA-Eigenschaft eine einfache Beziehung
zwischen den AuswahlwahrscheinlichkeitenP(k) f•ur die Alternative k und der Ausstat-
tung der Alternativen:

ln
�

P(1)
P(2)

�
= V1 � V2 = � 0 + � 1T1 � � 2T2 � � 3K 2: (8.3)

Die (erst im Vertiefungskurs im Masterstudium besprochene) Kalibrierung mit der Maximum-
Likelihood-Methode ergibt folgendes Ergebnis (Parametersch•atzer � Standardabweichung
des Sch•atzers):

�̂ 0 = � 0:84� 0:41; �̂ 1 = � 0:296� 0:019; �̂ 2 = � 0:227� 0:014; �̂ 3 = � 1:88� 0:12:

Abbildung 8.10 zeigt die G•ute des Modells, indem die tats•achlichen Umfrageergeb-
nisse (Tabelle 8.1) mit dem Modell (8.3) verglichen werden. Die gefundenen Werte
der kalibrierten Modellparameter erlauben auch interessante Aussagen •uber die hinter
den Entscheidungen stehenden Gewichtungen der verschiedenen Kriterien:
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Figure 8.10.: Ergebnisse der Modellierung des Stated-Choice-Experiments der Tabelle
auf S. 170 mit dem (bin•arem) Logit-Modell. Gezeigt ist die Sensitivit•at
bez•uglich der komplexen ReisezeitT •OV des •OPNV (links) und der •OPNV-
Zusatzkosten pro Fahrt (rechts), sowie der Fu�- und Radwegzeit (links un-
ten). Die jeweils nicht ver•anderten Referenzparameter sind TFu� = T •OV =
30 min und K •OV =0 e . Rechts unten sind die tats•achlichen und model-
lierten absoluten H•au�gkeiten der Entscheidung zugunsten Alternative 1
f•ur die neun choice setsdargestellt.
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ˆ Unsch•arfe des Zufallsnutzens in Fu�/Rad-Minuten:

�
1

�̂ 1
= 3 :4

ˆ Unsch•arfe des Zufallsnutzens in•OPNV-Minuten:

�
1

�̂ 2
= 4 :4

ˆ Unsch•arfe des Zufallsnutzens ine :

�
1

�̂ 2
= 0 :53

ˆ Globaler Bonus Fu�/Rad in •OV-Minuten:

�
�̂ 0

�̂ 2
= � 3:7

ˆ Geldbewertung der •OV-Kosten in e / •OV-Stunden:

60 �̂ 2

�̂ 2
= 7 :3

Die Ergebnisse direkter Nutzenmessungen bzw. die dazugeh•origen Modellaussagen
kann man auch als Kontourplots darstellen: •Uber einen Unterraum der exogenen Vari-
ablen (z.B. Reisezeiten, Kosten) werden Isolinien konstanter Auswahlwahrscheinlichkeiten
dargestellt, vgl. Abb. 8.11. Hierbei sieht man die Grenzen des auf konstanter Schwankungs-
breite des Zufallsnutzens beruhendem Logit-Modell. In Realit•at nimmt wohl die Un-
sch•arfe des Zufallsnutzens mit den Absolutwerten der Zeiten zu, wodurch die Isolin-
ien qualitativ so wie in Abb. 8.11 rechts aussehen, also insbesondere nicht wie beim
Logitmodell parallel zueinander sind (Abb. 8.11 links). Dies ist konsistent mit den
•Uberlegungen bei der Modellierung der Verkehrsaufteilungin Abschnitt 5.5, siehe ins-
besondere Abb. 5.8.

Schlie�lich zeigt Abb. 8.12 die Verteilung der Sch•atzfehler der Parametersch•atzer in
Form einer auf den Maximalwert von 1 skalierten Likelihoodfunktion. Wie man eine
solche Likelihoodfunktion herleitet und welche Bedingungen dabei zutre�en m•ussen (ins-
besondere Gumbel-verteilte und unabh•angige Zufallsnutzen, wobei die Bedingung der
Gumbelverteilung im Vergleich zur Unabh•angigkeitsforderung unwesentlich ist), wird in
der Master-VorlesungMethoden Verkehrs•okonometriedargestellt. Hier soll aber bereits
folgendes bemerkt werden:

ˆ Die Likelihoodfunktion ist proportional zur bedingten Wah rscheinlichkeitsdichte.
Die Werte der jeweils nicht an den Achsen dargestellten Parameter werden auf die
Maximum-Likelihood-Sch•atzwerte gesetzt.
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Figure 8.11.: Kontourplot der Anteilswerte f•ur die Altern ative \ •OPNV" in Abh•angigkeit
der Widerstandsfunktionen (negative Nutzen) der zwei Alternativen.
Links: Auf das Umfrageergebnis kalibrierte Logit-Modell; Rechts: So sieht
es wohl realistischerweise eher aus.

ˆ Die Standardabweichungen
q

V̂j der Parametersch•atzer k•onnen durch die Abmes-

sungen des Bereichs mit skalierten Likelihoodwerten oberhalb von e� 1 = 0 :37
abgesch•atzt (aber nicht genau bestimmt) werden. In der Abbildung umfasst jede

Box Parameterwerteintervalle von �̂ j � 2
q

V̂j .

ˆ Neben der Standardabweichung der Sch•atzer gibt es signi�kante Korrelationen:
Beispielsweise f•uhrt eine Zunahme des wahren Wertes� 0 des globalen Bonus f•ur
Fu�/Radwege zu negativeren Werten der Zeitsensitivit•at � 1 dieses Modus: Um zu
gleichen modellierten Auswahlverh•altnissen zu kommen, welche den beobachtun-
gen entsprechen, m•ussen die Di�erenzen der Nutzenfunktionen gleich sein: Ein
erh•ohter (sprich: weniger negativer) Bonus muss daher durch h•ohere Zeitkosten
ausgeglichen werden. Ganz analog dazu ist der Fu�-Rad-Bonus � 0 positiv mit den
Zeitkosten � 2 der Konkurrenzalternative •OV korreliert.

ˆ Die beiden Zeitsensitivit•aten � 1 f•ur Fu�/Rad und � 2 f•ur den •OV sind stark positiv
korreliert und haben zudem nahezu gleiche Werte. Dies legt nahe, dass man durch
eine Modellreduktion eventuell eine h•ohere Aussagekrafterhalten k•onnte.

ˆ Schlie�lich gibt es nur schwache Korrelationen zwischen den Geld- und Zeitsensi-
tivit•aten.

Der letzte Punkt legt nahe, dass man f•ur die beiden Alternativen die gleiche Zeitsen-
sitivit•at annehmen kann. Dies resultiert in folgendem reduzierten Modell:

V1 = � 0 + � 1T1;
V2 = � 1T2 + � 2K 2:

(8.4)

Die Maximum-Likelihood-Kalibrierung des zugeh•origen Logitmodells (siehe Master-
Vorlesung) ergibt nun (siehe auch die Abbildungen 8.13 und 8.14)
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Figure 8.12.: Korrelationsmatrix der Unsch•arfen der Parametersch•atzer. Man sieht,
dass neben der Unsch•arfe (Standardabweichung gleich Quadratwurzel
der Diagonalelemente der Kovarianzmatrix) auch erhebliche Korrelatio-
nen (Nichtdiagonalelemente der Kovarianz- bzw. Korrelationsmatrix) vor-
liegen.
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Figure 8.13.: Modellg•ute und Kontourplot der theoretischen Anteilswerte f•ur das kalib-
rierte reduzierten Modell (8.4).
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Figure 8.14.: Korrelationsmatrix der Unsch•arfen der Parametersch•atzer des reduzierten
Modells (8.4).
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8. Datengewinnung: Verkehrserhebungen

�̂ 0 = � 2:68� 0:18; �̂ 1 = � 0:241� 0:015; �̂ 2 = � 1:76� 0:11:

Die Zeitsensitivit•at � 1 des reduzierten Modells liegt zwischen den Werten� 1 und � 2 der
alternativenbezogenen Zeitsensitivit•aten des urspr•unglichen Modells. Dies ist ebenso
plausibel wie die nur unwesentlich ver•anderte Geldbewertung des •OV (Parameter � 2 des
reduzierten Modells, entspricht � 3 des urspr•unglichen Modells). Selbst der nun deutlich
negativere Fu�-Rad Bonus ist zu verstehen, da die Zeitsensitivit•at der Fu�/Radwege
nun geringer ist. Nur bei gleichzeityig negativeren Bonus werden deshalb vergleichbare
Auswahlwahrscheinlichkeiten modelliert. Da die Sch•atzfehler des reduzierten Modells
aber tendenziell kleiner sind und die Korrelationen zwischen den Sch•atzern deutlich
geringer ausfallen, ist hier das reduzierte Modell zu bevorzugen. F•ur quantitative Krite-
rien zur Modellauswahl (Likelihood-Ratio-Tests, G•utetests) wird wieder auf die Master-
Vorlesung verwiesen.

Als weiteres Beispiel, was mit dieser Methode alles erfragbar ist, werden hier noch
einige Ergebnisse einer Schweizerischen Untersuchung (Intl. Verkehrswesen, 9/2003)
wiedergegeben:

Merkmal Durchschnitt gesch•aftlicher Verkehr

Zeitwert MIV 27.7 Sfr/h 74.6 Sfr/h
Zeitwert •OPNV 18.5 Sfr/h 55.8 Sfr/h
1 � Umsteigen 7.6 Sfr
Verl•asslichkeit 0.1 Sfr/% Versp•atungswahrsch. 0.7 Sfr/% Versp•atungswahrsch.

Der Zeitwert des •OPNV ist also, genau wie bei unserer \kleinen Untersuchung", niedriger
als der f•ur IV. Die absoluten Werte sind aber in der Schweizer Untersuchung tendenziell
h•oher, was wohl an den sozio•okonomischen Variablen liegt: Schlie�lich ist die Schweiz
teuer und die befragten Personen waren nicht nur Studierende. Diese Abh•angigkeit wird
auch durch den gro�en Unterschied der Bewertung von gesch•aftlichen und sonstigen
Verkehr (Wegezweck!) deutlich. Bemerkenswert ist auch, dass einmal Umsteigen mit 7.5
Sfr bewertet wird, zus•atzlich zum Zeitverlust, welcher bereits im Zeitwert enthalten ist.
Schlie�lich f•allt auf, dass beru
ich T•atige die Zuverl•a ssigkeit drastisch h•oher gewichten
als der Durchschnitt.

Aufgabe:

Wie w•achst in dem durch (8.2) und (8.3) de�nierten Entscheidungsmodell die
Entscheidungsunsch•arfe mit den Absolutwerten der Zeitaufw•ande an? Ist insbeson-
dere die absolute Unsch•arfe �V oder die relative Unsch•arfe � V=V konstant? Ist
das Ergebnis aus Abb. 8.10 und 8.11 konsistent mit diesem Modell?
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9. Stichprobentheorie und
Stichprobendesign

9.1. Allgemeines

W•ahrend die automatischen Messmethoden f•ur Querschnittsdaten in der Regel eine
Vollerhebung der Grundgesamtheit erm•oglichen, sind die nur in Form von Befragungen
erhebbaren Daten zum Mobilit•atsverhalten (Verkehrs
usserhebung) lediglich alsStich-
probenerhebung durchf•uhrbar.

Eine Stichprobe ist eine Teilmenge derGrundgesamtheit , also Teilmenge einer
zeitlich, r•aumlich und sachlich eingegrenzten Menge von statistischen Einheiten (vgl.
Tabelle 9.1).

In diesem Kapitel wird im Weiteren der •Ubersichtlichkeit halber nur ein Merkmal Y
diskutiert, welches eine endogene Variable eines Modells darstellt (z.B. den •OPNV-
Anteil). Die dazugeh•origen Modelle werden auch alsEingleichungsmodelle bezeich-
net. Bei mehreren endogenen Variablen gilt das Folgende f•ur jede einzelne von ihnen.

9.1.1. Kriterien an eine Stichprobe

Eine gute Stichprobe sollte sowohl repr•asentativ als auchm•oglichst e�zient sein:

Eine Stichprobe ist bez•uglich des MerkmalsY repr•asentativ , falls die Verteilungs-
funktion dieses Merkmals innerhalb der Stichprobe im Mittel (bei vielen Ziehungen
der Stichprobe) dieselbe ist wie in der Grundgesamtheit (GG).

Insbesondere gilt dann f•ur Erwartungswert und Varianz (Yi bezeichnet dasi -te Element
der Stichprobe bzw. der GG Zufallsvariable)

E(Yi )Stichpr = E(Yi )GG = E(Y) := �; V (Yi )Stichpr = V(Yi )GG = V (Y) := � 2: (9.1)

Daraus folgt insbesondere, dass das arithmetische Mittel ein erwartungstreuer Sch•atzer
von � ist, denn

E( �X ) =
1
n

X

i

E(X i ) =
1
n

X

i

� = �:

(N•aheres siehe Abschnitt 9.1.2).

178



9. Stichprobentheorie und Stichprobendesign

Eine Stichprobe ist bez•uglich des MerkmalsY e�zient , wenn die Varianz des
zugeh•origen e�zienten Sch•atzers �̂ bei gegebenen Stichprobenumfang minimal ist.

Der e�ziente Sch•atzer ist dabei der erwartungstreue Sch•atzer mit der geringstm•oglichen
Varianz, in der Regel das arithmetische Mittel.1 Die Eigenschaften der Repr•asentativit•at
und E�zienz h•angen vor allem ab von der Ziehungsgrundlage und Ziehungsmethode.

ˆ Die Ziehungsgrundlage muss nicht notwendigerweise identisch zur Grundge-
samtheit sein, sondern kann auch eine Obermenge sein oder eine Menge, aus
der man die Grundgesamtheit vollst•andig erschlie�en kann (abgeleitete Menge).
Ist z.B. die Grundgesamtheit sachlich auf Motorradfahrer eingegrenzt, kann man
als Ziehungsgrundlage z.B. das Personenregister (Obermenge) oder das Zulas-
sungsregister f•ur Kfz oder Motorr•ader (abgeleitete Menge) heranziehen. Umfasst
die Grundgesamtheit alle Haushalte in Dresden, kann man ebenfalls das Person-
enregister zur Ziehung heranziehen (abgeleitete Menge).

Verwendet man jedoch nicht direkt die Grundgesamtheit als Ziehungsgrundlage,
erh•alt man ohne zus•atzliche Ma�nahmen in der Regel nichtrepr•asentative Stich-
proben, die man durch spezielleEntzerrungs-Methoden behandeln muss.

ˆ Die einfachsteZiehungsmethode ist die Zufallsauswahl (Abschnitt 9.2), aber
durch eine geeigneteSchichtung mit einer Quotenauswahl (Abschnitt 9.3) kann
man bei gleichem Stichprobenumfang die Trennsch•arfe (E�zienz) erh•ohen. Das-
selbe kann man jedoch robuster durch eine nachtr•aglicheEntzerrung (Abschnitt
9.4) erreichen.

9.1.2. Sch•atzer

Ein Sch•atzer Ẑ = f (f Yi g) einer Eigenschaftz der Grundgesamtheit ist eine Funktion
der MerkmalswerteYi der Stichprobe. In der Regel beschreibtz eine globale Eigenschaft
der Grundgesamtheit, die man gerne wissen m•ochte. Beispiele f•ur solche Gr•o�en und
m•ogliche Sch•atzer daf•ur sind

ˆ das Stichprobenmittel �̂ = 1
n

nP

i =1
Yi als Sch•atzer des Erwartungswertes� = E(Y )

der Grundgesamtheit,

ˆ die Stichprobenvarianz ^� 2 = 1
n� 1

nP

i =1
(Yi � �Y )2 als Sch•atzer der wahren Varianz

� 2 = V(Y ) = E(Y � � )2.

1Man beachte, dass die Anwendung eines nichtoptimalen, alsonichte�zienten Sch•atzers auch bei einer
e�zienten Stichprobe zu suboptimalen Ergebnissen f•uhren w•urde.
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9. Stichprobentheorie und Stichprobendesign

Erhebung
Mobilit•at in Deutschland
(MiD)

System relevanter
Verkehrsbefragungen
(SrV)

Statistische Einheit
(i) Personen,
(ii) Haushalte wie MiD

Grundgesamtheit
zeitlich: 2002
r•aumlich: Deutschland
sachlich: Inl•ander � 14 J

zeitlich: 2003, je Di-Do
r•aumlich: 34 St•adte
sachlich: alle Inl•ander

Stichprobe (r•aumlich
und sachlich wie
Grundgesamtheit)

7.12.2001 - 22.12.2002 April - Juni 2003

Auswahl geschichtet
Zufallsauswahl
(mit Entzerrung)

Stichprobenumfang 26 000 Haushalte
62 000 Personen

13 500 Haushalte
33 000 Personen
(3 000 / 6 000 in Dresden)

Erhebungsbasis
(Ziehungsgrundlage)

Einwohnermelderegister wie MiD

Table 9.1.: Grundgesamtheit und Stichprobe bei den beiden wichtigsten deutschen Mo-
bilit•atserhebungen.

Sch•atzer werden •ublicherweise mit demselben Symbol wie die zu sch•atzende Gr•o�e
bezeichnet, aber zus•atzlich mit einem \Dach" versehen. Als Funktion von Zufallsvari-
ablen sind die Sch•atzer (im Gegensatz zu den zu sch•atzenden Gr•o�en) selbststochastis-
che Gr•o�en 2, haben also insbesondere einen Erwartungswert und eine Varianz. Daran
kn•upfen sich folgende Kriterien, welche Sch•atzer erf•ullen sollten:

Ein Sch•atzer Ẑ f•ur die Gr•o�e z ist erwartungstreu , falls

E(Ẑ ) = z (9.2)

2Wie in den Statistik-Vorlesungen werden mit arabischen Buchs taben bezeichnete Zufallsgr•o�en gro�
und ihre Werte klein geschrieben. Bei griechischen Bezeichnern wie � j entf•allt diese Unterscheidung.
Ein Dach (f•ur Sch•atzer) kennzeichnet aber auch dort optis ch eine Zufallsgr•o�e.
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9. Stichprobentheorie und Stichprobendesign

Ein Sch•atzer Ẑ f•ur die Gr•o�e z ist e�zient , falls er erwartungstreu ist und falls,
bei gegebener Stichprobe (insbesondere festen Stichprobenumfang) gilt,

V (Ẑ ) = E(( Ẑ � z)2) != min (9.3)

bez•uglich aller anderen m•oglichen erwartungstreuen Sch•atzer.

Diese Kriterien stellen gewisserma�en das Gegenst•uck darzu den Kriterien der Repr•asentativit•at
und E�zienz von Stichproben.

Die Frage, ob ein Sch•atzer erwartungstreu und welcher Sch•atzer e�zient ist, h•angt i.A.
von der Ziehungsmethodik der Stichprobe ab. Beispielsweise gelten f•ur den Sch•atzer ^�
des Erwartungswertes� = E(Y ) folgende, im Weiteren genauer diskutierten Ergebnisse:

ˆ Wird die Stichprobe per Zufallsauswahl direkt aus der Grundgesamtheit gezogen
und sind keine weiteren Informationen •uber die Struktur der Grundgesamtheit
verf•ugbar (z.B. Altersstruktur), ist das arithmetische M ittel �Y ein e�zienter Sch•atzer
f•ur � (Abschnitt 9.2).

ˆ Dasselbe gilt, wenn die Stichprobe per Proportionalauswahl (Quotenverfahren) aus
der Grundgesamtheit oder aus einer die Grundgesamtheit umfassenden Ziehungs-
grundlage (Register) gezogen wird (Abschnitt 9.3).

ˆ Wird die Stichprobe per Zufallsauswahl gezogen und sind weitere Strukturinfor-
mationen wie die Alters- und Geschlechtsstruktur der Grundgesamtheit bekannt,
so ist der e�ziente Mittelwertsch•atzer ein gewichtetes ar ithmetisches Mittel �̂ =
1
n

P
i E i Yi . (Abschnitt 9.4).

Im Allgemeinen h•angt der e�ziente, also optimale Sch•atzer von der Art der Stich-
probe ab. Ggf. auch von den Stichprobenwerten von Strukturmerkmalen wie Alter
und Geschlecht, wenn deren Verteilung a priori bekannt ist.

9.2. Zufallsauswahl

Bei der Zufallsauswahl werden die N Elemente der Grundgesamtheit willk•urlich von
1 bis N nummeriert und dann die n Elemente der Stichprobe \blind" gezogen, wie bei
der \Ziehung ohne Zur•ucklegen" im Urnenmodell.

9.2.1. Vorgehen

Nimmt man das Dresdner Personenregister (N = 456 694) als Ziehungsgrundlage, k•onnte
die Ziehung z.B. wie folgt realisiert werden:
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9. Stichprobentheorie und Stichprobendesign

1. Indizierung der Ziehungsgrundlage, z.B. alphabetisch:Person 1 = Aae Lennert,
. . . , Person 456 694 = Zywitzski Olaf.

2. Ziehung einer (0,1)-gleichverteilten (Pseudo-) Zufallszahl Z � G(0; 1). Bei einer
Ziehung erh•alt man z.B. die Realisierungz=0.9334678.

3. Aufnahme der Personi in die Stichprobe durch folgende Rundungsoperation:3

i (z) = round( zN + 0 :5) = 412 369:

4. Wiederholung der Ziehung, bis mann verschiedene Elemente gezogen hat (zieht
man zuf•allig zweimal dasselbe Element, wird die Ziehung wiederholt).

9.2.2. Stichprobenfehler

Bei Mobilit•atsbefragungen ist man i.A. an Erwartungswerten der interessierenden
Merkmale, z.B. � = E(Y ), interessiert. Wir nehmen zun•achst eine repr•asentative Zu-
fallsstichprobe an, bei der (9.1) gilt, also E(Yi ) = � und bei der das arithmetische
Mittel �Y den e�zienten Sch•atzer �̂ f•ur � darstellt, also den Sch•atzer mit der minimalen
Unsch•arfe, welche durch die VarianzV ( �Y ) = E(( �Y � � )2) charakterisiert wird:

�̂ = �Y =
1
n

nX

i =1

Yi : (9.4)

Wichtig ist es, zu unterscheiden zwischenZufallsvariablen wie Yi und �Y und den
bei einer Ziehung dieser Zufallsvariablen sich ergebendenRealisierungen wie yi

und �y, welche reine Zahlenwerte darstellen. Statistische Operatoren wie E(:) und
V(:) k•onnen in sinnvoller Weise nur auf die per Konvention gro� geschiebenen (oder
mit einem Dach gekennzeichneten) Zufallsvariablen angewandt werden.

Verst•andnisfrage:
Was ist der Erwartungswert und die Varianz eines festen Zahlenwertes?

Erwartungswert

Da der Sch•atzer ^� eine Zufallsvariable darstellt, kann man von ihm Mittelwert und
Varianz berechnen. Es gilt

E (�̂ ) = E( �Y ) =
1
n

nX

i =1

E(Yi ) =
1
n

nX

i =1

� = �: (9.5)

3Der Summand 0.5 ist notwendig, damit auch die erste und letzt e Person dieselbe Ziehungs-
Wahrscheinlichkeit erh•alt wie die •ubrigen.
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9. Stichprobentheorie und Stichprobendesign

Dabei wurde beim vorletzten Gleichheitszeichen ber•ucksichtigt, dass eine Zufallsauswahl
aus der Grundgesamtheit zu einer unverzerrten Stichprobe f•uhrt.

Bei unverzerrten Stichproben, wie man sie beispielsweise durch eine Zufallsauswahl
direkt aus der Grundgesamtheit erh•alt, ist das arithmetische Mittel ein er-
wartungstreuer Sch•atzer f•ur den wahren Mittelwert � .

Varianz

Bei Mobilit•atsuntersuchungen gilt in der Regel n � N , die Stichprobe ist also sehr
viel kleiner als die Grundgesamtheit und die einzelnen StichprobenelementeYi sind un-
abh•angig voneinander, also ist die Kovarianz Cov(Yi ; Yj ) = 0 f•ur alle i 6= j . Dann gilt
f•ur die Stichprobenvarianz des Mittelwertsch•atzers (vgl. die Symboltabelle auf S. 202
und die Rechenregeln (9.22)-(9.25))

V (�̂ ) = V ( �Y ) = V

 
1
n

nX

i =1

Yi

!

=
1
n2 V

 
nX

i =1

Yi

!

=
1
n2

nX

i =1

V(Yi )

und bei Repr•asentativit•at, V (Yi ) = V (Y ) = � 2,

V (�̂ ) =
V (Y )

n
=

� 2

n
(9.6)

.
Man kann auch zeigen, dass bei festem Stichprobenumfang undohne Zusatzinforma-

tionen diese Varianz die kleinste unter allen erwartungstreuen Sch•atzern ist.

Das arithmetische Mittel ist ein e�zienter Sch•atzer f•ur d en wahren Mittelwert � ,
wenn die Stichprobe vom Umfangn < N repr•asentativ ist und keine a priori bekan-
nten Strukturmerkmale wie Alter und Geschlecht verf•ugbar sind. Die Formel (9.6)
gilt jedoch nur, falls zus•atzlich n � N .
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9.2.3. Sch•atzung von Anteilswerten

Eine wichtige Klasse von Mobilit•atsmerkmalen sind diskreter Natur (z.B. die Wahl
des bevorzugten Verkehrsmittels) und k•onnen daher durch eine oder mehrere Ja-Nein-
Entscheidungen charakterisiert werden. Jede einzelne Ja-Nein-Entscheidung kann man
im statistischen Sinne als sog.Bernoulli-Experiment au�assen, also ein Zufallsexperi-
ment mit nur zwei Ausg•angen. Die entsprechende Zufallsvariable Y ist de�niert durch

Y =
�

1 \Ja"-Entscheidung
0 sonst.

Ist au�erdem n � N , so sind dieYi unabh•angig und damit (vgl. Statistik II-Vorlesung)
binomialverteilt mit einem Freiheitsgrad:

Yi � B (1; � ); E (Yi ) = �; V (Yi ) = � 2 = � (1 � � ): (9.7)

Insbesondere hat der Erwartungswert� die Bedeutung einesAnteilswertes . Die Var-
ianz des aus der Stichprobe gesch•atzten Anteilswertes ergibt sich mit (9.6) zu

V ( �Y ) =
� 2

n
=

� (1 � � )
n

: (9.8)

Da die Summe vonn unabh•angigen (1; � )-binomialverteilten Zufallsgr•o�en einer ( n; n� )-
Binomialverteilung gehorcht, ist hier nicht nur Erwartung swert und Varianz des Stich-
probenmittels bekannt, sondern auch die Verteilung selbst:

�̂ = �Y � B (n; n� ) :

Eine interessante, allerdings nichttriviale Anwendung der Statistik der Zufallsziehung
ist die Begr•undung f•ur das \Quadratwurzelgesetz" der Gewichtung der Stimmen bei der
Europawahl, welches 2007 f•ur Aufregung gesorgt hat, sieheAnhang A.1.

Aufgabe: Mindestgr•o�e einer Stichprobe

Wie gro� muss man bei einer Mobilit•atserhebung zur Frage \Benutzen Sie bei Ar-
beitswegen bevorzugt den•OV" und eines erwarteten Anteils in der Gr•o�enordnung
50% die Stichprobe mindestens anlegen, damit der wahre Anteilswert mit einer
Unsch•arfe von h•ochstens 1% bestimmt werden kann? De�nieren Sie dabei die Un-
sch•arfe

(i) als eine Standardabweichung,

(ii) als die halbe Breite des Kon�denzintervalls zur Fehlerwahrscheinlichkeit 5%.
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L•osung

Der zul•assige Fehler sei durchr = 1% = 0 :01 gegeben

(i) Hier wird r gleich der Standardabweichung� des Sch•atzers ^� = �Y gleichgesetzt.
Also mit Gl. (9.8):

V (Ŷ ) =
� 2

n
=

� (1 � � )
n

= r 2 ) n =
� (1 � � )

r 2 = 2 500:

(ii) Hier wird r gleich der halben Breite des Kon�denzintervalls gesetzt. Bei n >
30 ist der Zentrale Grenzwertsatz g•ultig, also gehorcht die Zufallsgr•o�e �̂ einer
Gau�verteilung mit Erwartungswert � und Varianz � (1 � � )=n = � 2=n. Damit ist

Z =
p

n(�̂ � � )
�

� N (0; 1)

standardnormalverteilt. Teilt man die Fehlerwahrscheinlichkeit symmetrisch auf,
also je 2.5% links und rechts auf, ergibt sich inZ die halbe Breite des Kon�den-
zintervalls gleich dem tabellierten 97.5%-Quantil z0:975 = 1 :96 der Standardnor-
malverteilung, also

z0:975
� 2

n
= z0:975

� (1 � � )
n

= r 2 ) n =
z2

0:975 � (1 � � )
r 2 = 9 600:

9.3. Quotenauswahl und geschichtete Stichprobe

Ziel der Schichtung einer Stichprobe ist es, die Stichprobebez•uglich der Anteile bes-
timmter verhaltenshomogenen Untergruppen genau an die jeweiligen Anteile in der
Grundgesamtheit zu machen und damit trennsch•arfere Sch•atzer zu erhalten:

Bei einer durch Quotenauswahl resultierenden geschichteten Stichprobe sind
die Anteilswerte der Auspr•agungen von bestimmtenQuotenmerkmalen dieselben
wie in der Grundgesamtheit.

Da die Zahl der Stichprobenelemente mit bestimmten Auspr•agungen der Quotenmerk-
male proportional zur Anzahl der entsprechenden Elemente in der Grundgesamtheit ist,
nennt man dieses Auswahlverfahren auchProportionalauswahl . Die Quotenmerkmale
sollten folgende Bedingungen erf•ullen:

(i) Die Anteile der verschiedenen Auspr•agungen der Quotenmerkmale sind in der
Grundgesamtheit a priori (von vorneherein) bekannt.

(ii) Sie beein
ussen die zu untersuchenden Merkmale, indemsie z.B. deren Erwartungswerte
und Varianzen •andern.
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(iii) Die Anteile der verschiedenen Schichten (Klassen derQuotenmerkmale) in der
Grundgesamtheit sollten nicht zu unterschiedlich sein.

\Klassische" Quotenmerkmale sind insbesondere

ˆ das Geschlecht (bin•ares Merkmal),

ˆ das Alter (meist in mehrere Altersklassen eingeteilt),

ˆ die Gr•o�e des Haushalts (z.B.1, 2, 3, 4, 5 und mehr).

Schichtet man nach n verschiedenen Quotenmerkmalen, spricht man auch von einer
n -stu�ger Quotenauswahl .

Eine Quotenauswahl ist vor allem bei einer Analyse mit einfachen univariaten Mod-
ellen vorteilhaft. In den multivariaten Modellen der Kapit el 10 und der diskreten
Wahltheorie sind die wichtigsten Quotenmerkmale in der Regel als erkl•arende Variablen
enthalten und eine Quotenauswahl meist entbehrlich.

Verst•andnisfrage:
Sind folgende Merkmale i.A. als Quotenmerkmale geeignet? Wenn nein,
warum nicht?

1. Anfangsbuchstabe des Nachnamens (z.B. klassiert nach \A-L" und \M-
Z"),

2. beru
icher Status (Student,erwerbst•atig,arbeitslos etc),

3. Geburtsmonat,

4. Wohnort,

5. Kfz-Verf•ugbarkeit, Fahrrad-Verf•ugbarkeit,

6. Kfz-Besitz,

7. Besitz einer •OPNV-Dauerkarte.

9.3.1. Ziehung einer geschichtete Stichprobe

Das Verfahren wird am Beispiel einer zweistu�gen Schichtung vorgestellt, Verallge-
meinerungen auf eine oder auf mehr als zwei Stufen sind naheliegend.

1. Festlegen des Stichprobenumfangsn

2. Ermittlung der Anteilswerte #kl der Elemente der Grundgesamtheit, bei denen das
Quotenmerkmal 1 in der Klassek und das Merkmal 2 in der Klassel liegt. Die
Matrix der Anteilswerte kann z.B. folgenderma�en aussehen:
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Alter nGeschlecht

0-20 J #11 = 16 % #12 = 15 %

20-50 J #21 = 18 % #22 = 15 %

> 50 J #31 = 20 % #32 = 16 %

Wichtig ist, dass die #kl m•oglichst exakt bekannt sind. Es ist insbesondere zu
beachten, dass selbst o�zielle Register oft erschreckend ungenau sind.4

3. Bestimmen der Teilumf•ange nkl dieser Merkmalskombinationen in der Stichprobe
aus der Quotenbedingung:

nkl = n#kl : (9.9)

4. Ziehung von Elementen aus der Grundgesamtheit bzw. Ziehungsgrundlage mit dem
Zufallsverfahren. Anfangs sind alle Teilumf•angenkl = 0. Nach jeder Ziehung wird
die Klassenzugeh•origkeit (k; l ) des neuen Elements bestimmt und der entsprechende
Teilumfang nkl inkrementiert (um eins erh•oht). Ist nun nkl > n# kl , wird das Ele-
ment verworfen und die Erh•ohung von nkl r•uckg•angig gemacht.

5. Sind alle Quotenbedingungen erreicht, ist die Ziehung abgeschlossen.

9.3.2. Stichprobenfehler beim Quotenverfahren

Das Vorgehen wird f•ur eine eindimensionale Schichtung (Quotenanteile #k ) gezeigt; Ve-
rallgemeinerungen aufn-fache Schichtung sind naheliegend.

Das Quotenverfahren ist nur sinnvoll, wenn sich die Quotenmerkmale auf die statistis-
chen Eigenschaften der interessierenden Merkmale auswirken. Dann h•angen insbeson-
dere die bedingten Erwartungswerte und Varianzen von der Auspr•agung bzw. Klassek
des Quotenmerkmals ab:

� k = E(Y jk); � 2
k = V(Y jk); (9.10)

wobei \ jk" f•ur die Bedingung steht, dass das Quotenmerkmal der betrachteten statistis-
chen Einheiten in der Klassek liegt bzw. die Auspr•agung k (z.B. weiblich oder m•annlich)
zutri�t. Nat•urlich gilt dann auch

� =
X

k

#k � k ; (9.11)

4Beispielsweise weichen die von den Meldebeh•orden summierte Zahl der in Deutschland lebenden
Ausl•ander um 600 000 bzw. fast 10% (!) von der im Ausl•anderz entralregister ab. •Ahnlich ungenau
sind z.B. die Zahlen der von einer Person tats•achlich gezeugten Kinder. Damit sind die prinzipiell
gut geeigneten Quotenmerkmale \Ausl•ander (Y/N)" bzw. \Kinde rzahl" problematisch. Selbst die
Zahl der insgesamt in Deutschland lebenden Personen ist mit einen gesch•atzten Fehler oberhalb 1%
(!) behaftet, was eine Volksz•ahlung nur durch Abgleich der R egister problematisch macht, siehe z.B.
Die Zeit 07.12.2006 Nr. 50.
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w•ahrend die Regeln (9.22)-(9.25) der Formel-•Ubersicht zu der Varianz-Summenbedingung

� 2 =
X

k

#k
�
� 2

k + ( � k � � )2�
(9.12)

f•uhren. Die Gesamtvarianz ist also gr•o�er als die Summe der Einzelvarianzen. Dies ist
genau der Grund, warum eine Schichtung e�ektiv sein kann!

Wir betrachten zun•achst f•ur jede Schicht getrennt die Sti chproben-Sch•atzer

�̂ k = �Yk =
1

nk

nkX

j =1

Y (k)
j (9.13)

und wollen zun•achst annehmen, dass jede Schicht f•ur sich repr•asentativ ist. Da nach
Voraussetzung keine weitere Struktur innerhalb der Schicht bekannt ist, gelten f•ur die
Stichproben-Sch•atzer ^� k innerhalb jeder Schicht die Beziehungen (9.5) und (9.6) der
Zufallsauswahl:

E (�̂ k ) = � k ; V (�̂ k ) =
� 2

k

nk
: (9.14)

Der eigentlich wichtige Gesamt-Sch•atzer ist durch

�̂ = �Y =
1
n

nX

i =1

Yi (9.15)

gegeben, ist also identisch zum Sch•atzer bei der Zufallsauswahl. Unter der Annahme,
dass die Anteile#k fest und bekannt sind, l•asst sich der Sch•atzer unter Ausnutzung der
Quotenbedingungnk = #kn und Gl. (9.13) auch schreiben als

�̂ =
1
n

nX

i =1

Yi =
1
n

KX

k=1

nkX

j =1

Y (k)
j =

KX

k=1

nk

n
1

nk

nkX

j =1

Y (k)
j =

X

k

#k �Yk

Mit den Erwartungswerten und Varianzen der schichtbezogenen Sch•atzer gem•a� (9.14)
und den Formeln (9.23) und (9.25) der Formelsammlung lassensich die statistischen
Eigenschaften des Erwartungswertsch•atzers berechnen:

E(�̂ ) =
X

k

#k � k = �; (9.16)

der Sch•atzer ist also nach wie vor erwartungstreu. Seine Varianz ist gegeben durch

V(�̂ ) = V

 
X

k

#k �̂ k

!

=
X

k

#2
kV (�̂ k ) + 2

X

k

X

l<k

#k#l Cov(�̂ k �̂ l )

=
X

k

#2
k � 2

k

nk
:
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Dabei wurde eine verschwindende Kovarianz bzw. Korrelation zwischen Stichprobenele-
menten verschiedener Schichten angenommen, was durch die auch der Quotenauswahl
zugrundeliegende Zufallsauswahl gew•ahrleistet ist. Mitder Quotenbedingungnk = n#k

erh•alt man schlie�lich

V Quotenverf (�̂ ) =
1
n

X

k

#k � 2
k : (9.17)

Vergleich man diesen Ausdruck mit der VarianzV Zufall (�̂ ) = � 2=n des Erwartungswertsch•atzers
bei Zufallsauswahl, so sieht man mittels der Beziehung (9.12), dass die letztere Varianz
nie kleiner sein kann als die bei Quotenauswahl. Ferner wirdder Unterschied besonders
deutlich, wenn die Erwartungswerte � k stark von den Auspr•agungen der Quotenmerk-
male abh•angen. Dieser Sachverhalt ist auch in Abb. 9.1 illustriert.

9.3.3. Sch•atzung von Anteilswerten mit dem Quotenverfahr en

Falls das Merkmal Y eine diskrete Auswahlvariable darstellt, ihr Erwartungswert also
einen Anteilswert, gilt das in Abschnitt 9.2.3 Gesagte analog. Insbesondere ist also auch
in jeder Schicht die Varianz durch den Erwartungswert gegeben:

� 2
k = V(Y jk) = � k (1 � � k ): (9.18)

Abbildung 9.1 zeigt ein Beispiel einer Schichtung in zwei Klassen, wobei sich die
Erwartungswerte der interessierenden VariablenY in den Klassen stark unterscheiden
(� 1 = 0 :05 und � 2 = 0 :5). Man sieht eine deutliche Reduktion vor allem, wenn

ˆ Die Abweichungen innerhalb der Schichten deutlich kleinersind als in der Grundge-
samtheit insgesamt (\verhaltenshomogene Gruppen"). Diesist nach Formel (9.12)
dann der Fall, wenn sich die Mittelwerte innerhalb der Klassen deutlich unterschei-
den,

ˆ und wenn die Schichten nicht zu unterschiedliche Anteilswerte aufweisen.

Verst•andnisfrage:
Warum kann man die zu Formel (9.17) f•uhrende Rechnung nicht auch bei
der Zufallsauswahl durchf•uhren, indem man dort einfach anstelle der wahren
Anteile #k der Schichten die in der Stichprobe vorgefundenen relativen
H•au�gkeiten f k nimmt?

Antwort: Bei einer reinen Zufallsauswahl sind die Quoten nicht fest.Vielmehr
spielen die relativen H•au�gkeiten f k die Rolle von (erwartungstreuen) Sch•atzern
f•ur die wahren Anteile, f k = #̂k . Damit gilt

�̂ =
X

k

f k �̂ k =
X

k

#̂k �̂ k
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Man hat also in jedem Summandzwei Zufallsgr•o�en statt einer, womit letztendlich
die gr•o�ere Streuung (9.6) des Sch•atzers der Zufallsauswahl resultiert.

Aufgabe: Studentenstadt

In einer \Studentenstadt" wie Erlangen bietet sich die Schichtung bez•uglich
des Quotenmerkmals \Ist der Einwohner Student?" an. Es solldie Frage der
MIV -Bevorzugung anhand einer Stichprobe (n = 2 500) untersucht werden.
Bei den Studierende (Anteil 40 %) liege der tats•achliche (aber unbekannte und
durch die Stichprobe abzusch•atzende) Anteil bei 12.5% und bei den •ubrigen
Einwohnern bei 75%.

(a) Warum ist das gew•ahlte Quotenmerkmal f•ur diese Untersuchung sin-
nvoll?

(b) Wie gro� ist die Varianz des gesch•atzten Gesamtanteilsder MIV-
Bevorzugung, wenn man das Quotenmerkmal ignoriert und die Stich-
probe durch Zufallsauswahl gewinnt?

(c) Wie ist die geschichtete Stichprobe aufgebaut und wie gro� ist ihre Stich-
probenvarianz?

(d) Wie gro� muss der Stichprobenumfang mindestens sein, dass die
Standardabweichung des gesch•atzten Anteils der MIV-Bevorzugung
h•ochstens 1% betr•agt?

L•osung

(a) Das Quotenmerkmal \Ist Student" ist

(i) aus der Grundgesamtheit (z.B. dem Einwohnermeldeamt) exakt bes-
timmbar,

(ii) das zu untersuchende Merkmal h•angt deutlich vom Quotenmerkmal ab,

(iii) Die GG wird durch das Quotenmerkmal in nicht zu ungleich starke
Schichten aufgeteilt. G•abe es z.B. nur 10% Studierende, w•urde die
Schichtung wenig Verbesserung bringen (vgl. Abb. 9.1).

(b) Sei die \Pseudo-Variable"5 Y = 1, falls die MIV-Bevorzugung zutri�t und

5Das Merkmal Y : MIV-Bevorzugung ist nominalskaliert, also qualitativ. Dur ch Gleichsetzen der
Auspr•agungen mit ganzen Zahlen, also hier Y = 1 falls die MIV-Bevorzugung zutri�t und 0 sonst,
kann man mit den Merkmalsauspr•agungen rechnen, als sei das Merkmal kardinalskaliert. Dies ergibt
jedoch nur in sehr eingeschr•ankten Kontext Sinn (hier: Errech nen von Anteilswerten), weshalb eine
solche Abbildung der Merkmalsauspr•agungen auch Pseudovariable hei�t.
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=0 sonst. Der wahre Gesamtanteil betr•agt

E(Y) = � = #1� 1 + #2� 2 = 0:4 � 0:125 + 0:6 � 0:75 = 50%:

Stichprobenvarianz bei Zufallsauswahl:

� 2
Zufall =

� (1 � � )
n

= 0:0001; � = 1%:

(c) Die Stichprobe besteht ausn1 = n#1 = 1000 Studierende undn2 = n � n1 =
1 500 Nicht-Studierende. Stichprobenvarianz bei Quotenauswahl:

� 2
Quoten =

#1� 2
1 + #2� 2

2

n

=
#1� 1(1 � � 1) + #2� 2(1 � � 2)

n
= 6:2510� 5; � Quoten = 0:791%:

(d) Zufallsauswahl: n � 2 500.

Quotenauswahl:

#1� 1(1 � � 1) + #2� 2(1 � � 2)
n

� 10� 4 ) n � 1 562:

Die Stichprobe kann bei gleicher Genauigkeit auf 62.5% des urspr•unglichen
Umfangs reduziert werden.

9.4. Entzerrung einer Stichprobe

9.4.1. Ursachen

Mehrere Ursachen k•onnen zu einerVerzerrung der Stichprobe f•uhren, d.h. Quo-
tenanteile, Erwartungswerte oder beides stimmt nicht mit der Grundgesamtheit
•uberein:

(1) Zieht man eine Stichprobe trotz bekannter Quoten mit demZufallsverfahren,
erh•alt man i.A. eine zuf•allige Verzerrung : Die Stichprobe gehorcht nicht
mehr den Quotenbedingungen (9.9). Dadurch werden die Aussagen zwar
unsch•arfer, aber bez•uglich der gesamten Stichprobe bleiben die Aussagen
aus der Stichprobe erwartungstreu, vgl. (9.5). Dies kommt auch dadurch
zum Ausdruck, dass die e�zienten Sch•atzer bei Zufalls- und Quotenauswahl
dieselbe mathematische Form haben.
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Figure 9.1.: Varianz V (�̂ ) des Stichprobensch•atzers ^� = �Y bei einstu�ger Schich-
tung in zwei Klassen in Abh•angigkeit des wahren Anteilswertes #1 der er-
sten Klasse f•ur Zufallsauswahl (schwarz, gepunktet), Quotenauswahl (rot,
durchgezogene Linie) und die im Anhang A.2 behandelte \optimale Schich-
tung" (orange, gepunktet). Als zu sch•atzende Gr•o�e Y wurde ein Anteil-
swert angenommen, wobei die wahren Werte in den beiden Schichten auf
E(Y jk = 1) = � 1 = 0 :05 und E(Y jk = 2) = � 2 = 0 :5 �xiert wurden,
was jedoch bei der Untersuchung nicht bekannt ist. Die Kurvef•ur das Zu-
fallsmodell wurde mit Formel (9.8) mit � = #1� 1 + #2� 2 berechnet, die
Kurve f•ur die proportionale Schichtung mit Gl. (9.17) und ( 9.18) und die
Kurve f•ur die optimale Schichtung, siehe A.2.
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(2) Ist die Ziehungsgrundlage nicht identisch zur Grundgesamtheit, sondern eine
Obermenge oder abgeleitete Menge, erh•alt man in der Regel eine bekannte
bzw. kontrollierbare systematische Verzerrung . Besteht die Grundge-
samtheit z.B. aus allen Haushalten Deutschlands und ist die Ziehungsgrund-
lage das Personenregister, so wird man o�ensichtlicherweise bei einer Zufall-
sauswahl gro�e Haushalte mit zu hoher Wahrscheinlichkeit ziehen (vgl. Abb.
9.2).

(3) Systematische Verzerrungen durch unvollst•andigen R•uck lauf : Zwis-
chen der idealen Ziehung (z.B. mit Zufalls- oder Quotenverfahren) und der
realen Stichprobe bestehen Unterschiede, da nicht alle gezogenen Personen
kooperieren und die Kooperationswahrscheinlichkeit meist mit den inter-
essierenden Merkmalen gekoppelt ist (z.B. werden vielbesch•aftigte Manager
die Frageb•ogen eher seltener beantworten; gleichzeitig haben sie ein anderes
Mobilit•atsverhalten als andere Gruppen).

Systematische Verzerrungen m•ussen auf jedem Fall korrigiert werden, da sie nicht
nur die Unsch•arfe vergr•o�ern, sondern auch die Stichprobeals Ganzes nichtrepr•asentativ
wird. Die bisherigen Sch•atzer sind damit nicht mehr erwartungstreu! Besteht die
Ursache im Unterschied zwischen Ziehungsgrundlage und Grundgesamtheit, ist die
Korrektur leicht. Ein unvollst•andige R•ucklauf hingegenist in dieser Hinsicht prob-
lematischer, da i.A. Korrelationen zwischen der Bereitwilligkeit zur Antwort und
den zu untersuchenden statistischen Merkmalen bestehen.

Aufgabe:

Diskutieren Sie dies am Beispiel des Mobilit•atsverhaltens (=zu untersuchende
Merkmale) von Managern und Rentnern und der Bereitwilligkeit dieser Grup-
pen, an einer Befragung teilzunehmen.

9.4.2. Durchf•uhrung der Entzerrung

Die Entzerrungsmethode ist prinzipiell f•ur alle oben genannten Ursachen dieselbe
und basiert auf der Schichtung der Grundgesamtheit bez•uglich Quotenmerkmalen.
Im Gegensatz zum Quotenverfahren wird jedoch nicht dieStichprobe selbstan
die Quoten angepasst, sondern die Stichprobensch•atzer derart durch Entzer-
rungsfaktoren modi�ziert, dass sie trotz einer nichtrepr•asentativer Stichprobe
erwartungstreu werden.

Der erwartungstreue Sch•atzer des Erwartungswertes� = E(Y) ist also nicht
mehr, wie beim Zufalls- oder Quotenverfahren, das arithmetische Stichprobenmit-
tel, sondern ein gewichtetes Mittel:
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..
.. . ...

.
.. . Personen

Haushalte

Figure 9.2.: Beispiel f•ur eine Quelle systematischer Verzerrung: Die Ziehungsgrundlage
ist das Personenregister (alle Personen), die Grundgesamtheit sollen jedoch
alle Haushalte sein. O�ensichtlich sind bei dieser Ziehungsmethode gro�e
Haushalte •uberrepr•asentiert, was durch Entzerrungsfaktoren kleiner 1 ko-
rrigiert werden muss. Vgl. hierzu die Aufgabe am Ende des Abschnitts
9.4.

�̂ (E) =
1
n

nX

i =1

E i Yi (9.19)

Die Entzerrungsfaktoren korrigieren nachtr•aglich die nicht erf•ullten Quotenbedin-
gungen, in dem sie die in der Stichprobe vorgefundenen relativen H•au�gkeiten f k

auf die realen Anteilswerte#k hochrechnen. F•ur eine zweistu�ge Schichtung in die
Quotenmerkmals-Klassenk und l ergibt sich zum Beispiel

E i =
#kl

f kl
=

Nkl n
nkl N

; k = k(i ); l = l(i ) (9.20)

F•ur jedes Elementi wird also die Klassenzugeh•origkeitk(i ) bez•uglich Quotenmerk-
mal 1 und l(i ) bez•uglich Merkmal 2 ermittelt und dann die \falschen" relativen
H•au�gkeiten f kl = nkl =n auf die tats•achlichen Quotenanteile#kl in der Grundge-
samtheit hochgerechnet.

9.4.3. Statistische Eigenschaften der Entzerrung

Die Stichprobe wird i.A. nicht mehr als repr•asentativ vorausgesetzt, f•ur ein Stich-
probenelementi gilt also i.A. E(Yi ) 6= � . Es soll aber nach wie vor gelten, dass
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innerhalb jeder Schicht die Stichprobe repr•asentativ ist, das arithmetisches Mittel
�̂ k = �X k also den erwartungstreuen und e�zienten Sch•atzer darstellt.

Verst•andnisfrage:
Machen Sie sich klar, dass diese Voraussetzung bei den Verzerrungsur-
sachen (1) und (2) des Abschnitts 9.4.1 erf•ullt ist, bei der Verzerrung-
sursache (3) aber problematisch ist.

Die folgende Betrachtung gilt f•ur eine eindimensionale Schichtung in die Klassen
k mit wahren Anteilswerten #k , ist aber leicht auf mehrstu�ge Schichtungen ver-
allgemeinerbar. Mit dem Sch•atzer f•ur den Erwartungswerteiner Schicht,

�̂ k = �Yk =
1
nk

nkX

j =1

Y (k)
j

kann man ^� (E) ausdr•ucken als

�̂ (E) =
1
n

nX

i =1

E i Yi

=
1
n

X

k

nkX

j =1

EkY (k)
j

=
1
n

X

k

Eknk �̂ k

=
1
n

X

k

#k

f k
nk �̂ k

=
X

k

#k �̂ k ;

wobei im letzten Schritt f k = nk=n eingesetzt wurde.

Erwartungswert

Nach Voraussetzung gilt in jeder Schicht Repr•asentativit•at, also E(�̂ k) = � k und
damit mit (9.11)

E(�̂ (E) ) =
X

k

#kE(�̂ k) =
X

k

#k � k = �:

Das entzerrte Stichprobenmittel ^� (E) ist also erwartungstreu!
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Varianz

Mit verschwindender Kovarianz zwischen den einzelnen Schichten (vgl. Herleitung
der Varianz des geschichteten Stichprobenmittels) ergibtsich

V(�̂ (E) ) =
X

k

#2
kV(�̂ k)

=
X

k

#2
k
� 2

k

nk

=
X

k

#2
k

� 2
k

nf k

und mit f k = #k=Ek schlie�lich

V(�̂ (E) ) =
1
n

X

k

#kEk � 2
k (9.21)

9.4.4. Diskussion: Entzerrung oder Schichtung?

Die mit dem entzerrenden Sch•atzer ^� (E) gesch•atzten Mittelwerte sind erwartungstreu
und haben au�erdem eine Varianz, welche nahezu der der geschichteten Stichprobe
entspricht, ja sogar kleiner sein kann (die Ausdr•ucke (9.21) und (9.17) sind bis
auf die EntzerrungsfaktorenEk , welche sowohl kleiner als auch gr•o�er als 1 sein
k•onnen, dieselben). Vg. hierzu Abb. 9.3. Au�erdem werden automatisch die
meisten systematischen Verzerrungen mitber•ucksichtigt. Deshalb verzichtet die
Erhebung SrV auf eine geschichtete Stichprobe, wertet aberdie Zufalls-Stichprobe
mit entzerrenden Sch•atzern aus.

Fazit: Allgemein f•uhrt die Anwendung der Entzerrung sowohl bei zuf•alligen wie
auch bei systematischen Verzerrungen zu erwartungstreuenSch•atzern, selbst wenn
die Natur der Verzerrung (zuf•allig oder systematisch oder beides) nicht bekannt
ist. Unabh•angig von der Ziehungsmethode der Stichprobe wird au�erdem fast im-
mer die Trennsch•arfe erh•oht, so dass man Entzerrung prinzipiell immer anwenden
sollte. Als einzige Bedingung wird eine genaue Kenntnis der Quotenanteile in der
Grundgesamtheit gefordert. Die Erlangung dieser Kenntnisist eine der wichtigsten
Gr•unde f•ur Volksz•ahlungen.
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Figure 9.3.: Varianz (9.21) bei Einsatz der Entzerrung (9.19) mit (9.20) als Funktion
eines variablem Stichprobenanteilsf 1 bei einer festen Quote#1 = 0 :5 in
der Grundgesamtheit. Wie in Abb. 9.1 ist die zu sch•atzende Gr•o�e in
den einzelnen Schichten mit� 1 = 0 :05 und � 2 = 0 :5 angenommen, was
jedoch bei der Untersuchung nicht bekannt ist. Die auf derx-Achse aufge-
tragenen unterschiedlichen Stichprobenanteile k•onnen dabei von zuf•alligen,
systematischen oder gewollte Verzerrungen herr•uhren. ImFalle einer Zu-
fallsauswahl wird f 1 in der N•ahe von #1 = 0 :5 liegen und damit •ahnliche
Genauigkeiten wie bei der geschichteten Stichprobe erreicht. Bei der op-
timalen Aufteilung (Anhang A.2) wird die Stichprobe absichtlich verzerrt,
so dass nach der anschlie�enden Entzerrung die Varianz des Sch•atzers bei
gegebenem Stichprobenumfang minimal ist. Zum Vergleich: Die mit n
multiplizierte Stichprobenvarianz bei Zufallsauswahl ist nach Gl. (9.8) mit
� = #1� 1 + #2� 2 = 0 :275 (#1 = #2 = 0 :5) durch nV (�̂ ) = 0 :199 gegeben.
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Aufgabe:

Die Stichprobe aus der Studentenstadt von Abschnitt 9.3 zur Ermittlung
der MIV-Bevorzugung wird nun mit Zufallsauswahl durchgef•uhrt und dabei
zuf•allig 1 050 Studierende (statt der durch die Quotenbedingung festgelegten
1 000 Studierende) sowie 1 450 Nichtstudierende gezogen. Wiegro� sind die
Entzerrungsfaktoren und die Standardabweichung des entzerrenden Sch•atzers
f•ur die MIV-Bevorzugung?

L•osung Entzerrungsfaktoren f•ur Studierende (k = 1) und Nichtstudierende (k = 2)
mit #1 = 0:4 und #2 = 0:6, n1 = 1050 und n2 = 1450:

E1 =
#1

f 1
=

n#1

n1
=

20
21

; E2 =
#2

f 2
=

30
29

:

Varianz des entzerrenden Sch•atzers (mit� 1 = 0:125 und� 2 = 0:75):

V(�̂ (E) ) =
1
n

�
#1E1� 1(1 � � 1) + #2E2� 2(1 � � 2)

�
= 6:32� 10� 5

Dies entspricht einer Standardabweichung von 0.795% und ist nahezu identisch
zum Ergebnis des Quotenverfahrens, aber deutlich trennsch•arfer als das Zufallsver-
fahren ohne Entzerrung.

Optimale Aufteilung

Schlie�lich ist noch die \optimale Aufteilung" der Schichten einer Stichprobe zu
erw•ahnen, bei der Quotenauswahl und Entzerrung so kombiniert werden, dass
bei gegebenen Stichprobenumfang die Stichprobenvarianz des e�zienten Sch•atzers
minimal wird. Allerdings stehen die Ergebnisse meist nicht in Relation zum
Mehraufwand bei der Ziehung. N•aheres dazu l•asst sich im Anhang A.2 �nden,
vgl. auch Abb. 9.3.
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Aufgabe: Personen und Haushalte

In einer Stadt gibt es 50% Einpersonenhausalte, 20% mit zweiPersonen, 12%
mit drei Personen, 10% mit vier Personen sowie 8% mit mehr alsvier (im Mit-
tel 6) Personen. Eine Stichprobe (n = 1 000) wird mit dem Zufallsverfahren
aus dem Personenregister dieser Stadt gezogen. Dabei erhielt man 222 Per-
sonen, welche in 1-Personen-Haushalten leben. Die anderen Haushaltsgr•o�en
waren mit 228 (zwei), 150 (drei), 180 (vier) und 220 (f•unf oder mehr Personen)
vertreten.

(a) Wie lauten die Entzerrungsfaktoren bez•uglich der Haushaltsgr•o�en,
wenn die Grundgesamtheit aus allen Einwohnern dieser Stadtbestehen
soll?

(b) Wie lauten die Entzerrungsfaktoren, wenn anstattdessen alle Haushalte
dieser Stadt betrachtet werden sollen?

(c) Welche relativen Stichprobenanteile an den verschiedenen
Haushaltsgr•o�en werden im Mittel bei sehr h•au�ger Ziehung der
Stichprobe nach obigem Schema erwartet? Wie sind dann die
Entzerrungsfaktoren bei Haushalts-Betrachtungen?

(d) Bei der SrV l•auft die Ziehung modi�ziert ab: Zufallsverfahren aus dem
Einwohner-Register, aber bei Mehrpersonen-Haushalten werden auch
alle anderen Haushaltsmitglieder mit einbezogen. Welche Entzerrungs-
faktoren erwartet man nun, falls alle Personen die Grundgesamtheit
darstellen?

L•osung Die L•osungen der Teilaufgaben kann man kompakt in eine Arbeitstabelle
schreiben, die einzelnen Spalten werden bei den einzelnen Aufgabenteilen erkl•art.

Klasse #k yk hP
k f P

k #P
k E P

k = #P
k

f P
k

Ek = #k
f P

k

1-Pers. 0.50 1 222 0.222 0.234 1.05 2.25
2-Pers. 0.20 2 228 0.228 0.187 0.82 0.88
3-Pers. 0.12 3 150 0.150 0.168 1.12 0.80
4-Pers. 0.10 4 180 0.180 0.187 1.04 0.56

� 5-Pers. 0.08 6 220 0.220 0.224 1.02 0.36

Die statistische Einheit sind die Personen. Die Auspr•agungen des Quotenmerk-
mals (Spalte 1) lauten \die Person lebt in einem Haushalt der Gr•o�enklasse k".
Zun•achst werden in der Arbeitstabelle die in der Aufgabenstellung gegebenen
Angaben aufgelistet: Die tats•achlichen Anteile#k der Haushaltsgr•o�enklassenk,
bezogen auf die Gesamtzahl der Haushalte (nicht der Personen!), die mittlere Zahl
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yk der Personen in der Gr•o�enklassek, sowie die absoluten Stichprobenh•au�gkeiten
hP

k . Ein Superskript \P" bedeutet dabei, dass sich die jeweilige Gr•o�e auf die
Grundgesamtheit \alle Personen dieser Stadt" bezieht, w•ahrend sich Gr•o�en ohne
Superskript auf die Grundgesamtheit \alle Haushalte dieserStadt" beziehen.

(a) Um die Entzerrungsfaktoren

E P
k = #P

k =f P
k

bez•uglich der Grundgesamtheit \alle Personen" zu berechnen, muss man
zun•achst die Anteile #P

k bez•uglich dieser Grundgesamtheit kennen. Es gilt
(mit N der Zahl der Haushalte in der Grundgesamtheit)

#P
k =

Zahl der Personen in Haushaltsklassek
Gesamtzahl der Personen

=
N#kykP
k0 N#k0yk0

=
#kyk

�y
:

Mit
�y =

X

k

#kyk = 2:14

und den empirischen relativen H•au�gkeitenf P
k = hP

k =n = hP
k =1000 ergeben

sich somit die Spalten#P
k und E P

k = #P
k

f P
k

der Tabelle. Da die Ziehungsgrund-
lage in diesem Aufgabenteil mit der Grundgesamtheit identisch ist, weichen
die Entzerrungsfaktoren, wie erwartet, nur geringf•ugig von 1 ab. Sie kor-
rigieren hier lediglich zuf•allige Verzerrungen.

(b) Bei Haushalten als Grundlage der statistischen Gesamtheit •andert sich in der
Entzerrungsformel gegen•uber Aufgabenteil nur der Z•ahler, der hier direkt
den tats•achlichen Anteilen #k der Gr•o�enklassen bez•uglich aller Haushalte
entspricht:

Ek =
#k

f P
k

:

Da hier Ziehungsgrundlage und Grundgesamtheit nicht •ubereinstimmen, we-
ichen die Entzerrungsfaktoren wesentlich von 1 ab und korrigieren sowohl
zuf•allige als auch systematische Verzerrungen. Vgl. hierzu auch die Abb.
9.2.

(c) Die erwarteten Stichprobenanteile bei einer auf Personen basierenden Ziehung
sind einfach gegeben durch

E(hP
k ) = n#P

k = 1000 #P
k ;

alsoE(hP
1 ) = 234 etc.

Die Korrekturfaktoren E sys
k allein der systematische Verzerrung sind damit

gegeben durch

E sys
k =

#k

#P
k

=
�y
yk
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mit den Ergebnissen

E sys
1 = 2:14; E sys

2 = 1:07; E sys
3 = 0:713; E sys

4 = 0:535; E sys
5 = 0:356:

Im Vergleich mit Ek sieht man sehr sch•on dieselbe Gr•o�enordnung. Da aber
die zuf•alligen Anteile nicht ber•ucksichtigt werden, liegt E sys

k mal •uber und
mal unterhalb den Werten f•ur Ek .

(d) Hier sind die Verh•altnisse genau umgekehrt: Da diese Ziehungsmethodik
e�ektiv der Ziehung von Haushalten und nicht von Personen entspricht, sind
die relativen H•au�gkeiten f k = hk=n und nicht f P

k = hP
k =n gegeben. An den

Entzerrungsformeln •andern sich lediglich die Nenner. Bei Bezug auf Personen
erh•alt man also die EntzerrungsfaktorenE P

k = #P
k

f k
. Hier erwartet manE P

k < 1
(> 1) f•ur kleine (gro�e) Haushalte. Insbesondere ist der Korrekturfaktor
der systematischen Entzerrung genau der Kehrwert des in Aufgabenteil (c)
berechneten systematischen Entzerrungsfaktors.

9.5. Qualitative Stichprobenziehung

Von allen bisherigen, in der•Okonometrie/Statistik im engeren Sinne eingesetzten
Ziehungsmethoden ist der Begri� der \qualitativen Stichprobenziehung" zu un-
terscheiden. Dieses Ziehungsdesign wird vor allem in den Sozialwissenschaften
angewandt und bedeutet eine subjektive, zur jeweiligen Fragestellung passende
Auswahl. Damit ist sie i.A. weder repr•asentativ noch sind damit (z.B. durch
Entzerrung) repr•asentative Aussagen zu bekommen. Sinn ergibt dies nur

ˆ bei aus Personen bestehenden Stichproben,

ˆ wenn im Schwerpunkt auch qualitative (nominalskalierte oder ordinalskalierte)
Merkmale befragt werden, am besten in o�ener Fragestellung.

Ist man z.B. an Verbesserungsvorschl•agen interessiert (=in o�ener Fragestellung
erhobene nominalskalierte Merkmale), ist es sicherlich sinnvoll, subjektiv die kom-
petentesten, kooperativsten oder engagiertesten Leute/Mitarbeiter/Studierende
etc auszuw•ahlen.

Im Gegensatz dazu sind alle anderen hier vorgestellten Stichprobenziehungs-
Methodiken, ob nun Zufall- Quoten- Klumpen- oder systematische Auswahl, ein-
deutig quantitative Ziehungsmethoden. Wann immer man auchquantitative (kar-
dinalskalierte) Merkmale seri•os analysieren/auswertenwill (also Statistik im en-
geren Sinne betreiben will), ist eine quantitative Stichprobe P
icht. Bei rein qual-
itativen Fragestellungen hingegen kann eine qualitative Stichprobenauswahl bei
gleichen Stichprobenumfang oft aussagekr•aftiger sein
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9.6. Verwendete Symbole und n•utzliche Formeln

Y (\gro� Y")
Wert des zu untersuchenden Merkmals (Merkmal-
sauspr•agung) als Zufallsvariable in der Grundgesamtheit
(GG)

Yi
Merkmalsauspr•agung als Zufallsvariable beim Stichprobenele-
ment i

yi (\klein yi ")
Merkmalsauspr•agung als konkreter realisierter Zahlenwert
beim Stichprobenelementi

n; N Umfang von Stichprobe und Grundgesamtheit

� = E(Y) Wahrer Erwartungswert (\Mittelwert") in der GG

� 2 = E[(Y � � )2] Varianz von Y in der GG

V(Y) Varianz E[(Y � E(Y))2] bei allgemeinen ZufallsvariablenY

Cov(Y1; Y2) Kovarianz E[(Y1 � E(Y1))( Y2 � E(Y2))] zweier Zufallsvariablen
Y1 und Y2

Ŷ
Stichproben-Sch•atzer f•ur die allgemeine Zufallsvariablen Y.
Ein Beispiel f•ur Ŷ ist das arithmetische Mittel Ŷ = 1

n

P
i Yi

#k ; #kl
Wahrer Anteil der verschiedenen Auspr•agungen der Schich-
tungsmerkmale bei ein- und zweistu�ger Schichtung

Ek ; Ekl Entzerrungsfaktoren f•ur Erwartungswert-Sch•atzer

f k = nk
n

Relative Stichprobenh•au�gkeit der Auspr•agungen des Schich-
tungsmerkmals

� k ; � 2
k

Erwartungswert und Varianz des betrachteten MerkmalsY in
Schicht k

�̂ (E) Erwartungswert-Sch•atzer mit Entzerrung

Allgemeine Formeln f•ur Erwartungswerte

Es seienY und Z Zufallsvariable unda und b Zahlenwerte. Dann gilt

E(aY + b) = aE(Y) + b; (9.22)
E(aY + bZ) = aE(Y) + bE(Z); (9.23)

V(aY + b) = a2V(Y); (9.24)
V(aY + bZ) = a2V(Y) + b2V(Z) + 2 abCov(Y; Z): (9.25)
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Hinweis: Verwechseln Sie nicht das SymbolE(:::) f•ur den Erwartungswert mit den
EntzerrungsfaktorenEk .
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10. Stetige •okonometrische Modelle

In diesem Kapitel werden Sachverhalte bzw. entsprechende •okonometrische Mod-
elle betrachtet, in denen die abh•angige bzw. endogene bzw.erkl•arte Variable
Y stetiger Natur ist. Diskrete abh•angige Variable, welche im Verkehrskontext
typischerweise die Ergebnisse von Wahlentscheidungen darstellen, werden in der
Master-Vorlesung beschrieben. Aus prinzipiellen Gr•undensind Modelle diskreter
Variablen immer nichtlinearer Natur. Im Falle stetiger abh•angiger Variablen hinge-
gen ergeben lineare Modelle einen Sinn und werden weitaus h•au�ger angewandt
als nichtlineare Modelle. Neben den f•ur alle stetigen Modelle g•ultigen allgemeinen
Kapitel 10.1 - 10.3 werden nichtlineare Modelle deshalb nurkurz im Abschnitt
10.8 angesprochen.

10.1. Struktur der Gleichungen

Wir betrachten eine abh•angige bzw. erkl•arte Variable Y, welche von i. A.
mehreren unabh•angigen bzw. erkl•arenden Variablenxm , m = 1; : : : ; M , beschrieben
wird. Ferner schlie�en wir eine R•uckkopplung aus. In diesem Fall stellt die
Beschr•ankung auf eine abh•angige Variable, also auf sogenannteEingleichungsmod-
elle, keine Einschr•ankung der Allgemeinheit dar, da man ggf. f•ur jede abh•angige
Variable ein eigenes Modell de�nieren kann. Ferner dr•ucken wir alle durch das
Modell nichterkl•arten Ein
•usse durch einen zus•atzlichen additiven S•orungsterm
bzw. nichterkl•arten Term aus, der meist als Zufallsschwankung angenommen wird.
Die obige Annahmen ergeben (i. A. nichtlineare) Modelle folgender Form:

Y = ŷ + � = f (x1; :::; xM ; � 0; � 1; :::; � J ) + �: (10.1)

Hierbei bezeichnet/bezeichnen

ˆ Y die abh•angige (bzw. erkl•arte bzw. endogene) Variable. Um ihre Natur
als Zufallsvariable zu verdeutlichen, wird sie gem•a� allgemeiner Konvention
\gro�" geschrieben.

ˆ f (:) = ŷ(:) die Modellfunktion,

ˆ xm , m = 1; : : : ; M die unabh•angigen (bzw. erkl•arenden bzw. exogenen) Vari-
ablen. Diese werden als bekannt bzw. kontrollierbar angenommen, so dass
sie keinen Zufallsanteil besitzen und konsequenterweise \klein" geschrieben
werden,
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ˆ � j , j = 0; : : : ; J die Modellparameter , deren Sch•atzung bzw. Kalib-
rierung Hauptgegenstand dieses Kapitels ist,

ˆ und � den \Residualterm" , welcher summarisch alle durchf (:::) nichterkl•arten
Anteile bzw. Zufallsein
•usse enth•alt.

Der nichterkl•arte Teil � resultiert im Wesentlichen aus folgenden Gr•unden:

ˆ Der Sachverhalt enth•alt explizite Zufallselemente.

ˆ Die zu beschreibenden statistischen Einheiten sind heterogener Natur, m•ussten
also eigentlich durch individuelle Parameters•atze beschrieben werden.

ˆ Nicht alle exogenen (bzw. unabh•angigen bzw. erkl•arenden)Variablen sind
bekannt oder im Modell enthalten. In diesem Fall sagt man auch, dass Prob-
lem seinfehlspezi�ziert .

ˆ Das mathematische Modell selbst ist nicht exakt zutre�end.

Die ersten beiden Ein
ussfaktoren f•uhren zu im Allgemeinenunkorrelierten stochastis-
chen Residualtermen, deren Erwartungswert o.E.d.A. nullgesetzt werden kann. Die
letzten beiden Ein
•usse hingegen resultieren in Korrelationen und deterministis-
chen Anteilen bei den Residualtermen. Dies kann zu falschen Schlussfolgerungen
bis hin zur Unbrauchbarkeit des jeweiligen Modells f•uhren.

Im Folgenden werden stochastische Residualterme mit verschwindendem Er-
wartungswert angenommen, die au�erdem unabh•angig und identisch verteilt sind,
was man auch alsi.i.d : Independent and identically distributedbezeichnet. Da-
raus folgt insbesondere bez•uglich der verschiedenen Realisierungen i eine ver-
schwindende Kovarianz (Unabh•angigkeit ist ja hinreichendf•ur verschwindende Ko-
rrelationen!) und eine gleichbleibende Varianz, was auch als Homoskedastizit•at
bezeichnet wird:

E(� i ) = 0 ; E(� i � j ) = 0 falls i 6= j; E (� 2
i ) = � 2

� : (10.2)

Diese Bedingungen sind ein Teil der in Abschnitt 10.5.1 n•aher spezi�zierten Gau�-
Markow-Annahmen . Wichtig ist, dass der Zufallsterm� nicht Teil des •okonometrischen
Modells ist, sondern vielmehr eine kontrollierte Minimierung von Fehlertermen und
damit eine Anpassung bzw.Kalibrierung der Modellparameter erm•oglicht. Bei
denDiscrete-Choice-Modellen des folgenden Kapitels hingegen wird der Zufallsan-
teil in Form einesZufallsnutzensTeil der Modelle sein.

10.2. Vorgehen bei der •okonometrischen Untersuchung

10.2.1. Ablauf bei vorgegebenem Modell

Liegt ein bew•ahrtes Modell vor, welces nicht weiter hinterfragt werden muss (oder
ein Softwarepaket, bei dem man an den Modellen nicht \drehen" kann), so l•auft
die allgemeine •okonometrische Untersuchung in zwei Schritten ab:
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1. Analyse : Diese beinhaltet

a) Die Datenbescha�ung f•ur den zu untersuchenden Sachverhalt, meist
in Form einer Stichprobe (Kap. 8 und 9),

b) die Kalibrierung des Modells bzw. Parametersch•atzung , also die
Anpassung der Modellparameter auf Werte, mit denen das Modell die im
vorhergehden Schritt erhobenen Daten am besten beschreibt(Abschnitt
10.3),

c) den Belastbarkeitstest der Aussagen: Hierbei wird mit statistischen
Mitteln (Signi�kanztests) untersucht, ob die im Wesentlichen in den
Betr•agen und Vorzeichen der gesch•atzten Modellparameter enthaltenen
Aussagensigni�kant sind, also nicht durch den Zufall enstanden sein
k•onnen.

2. Anwendung bzw.Prognose : Das kalibrierte Modell wird mit unver•anderten
Parameterwerten auf neue Systeme bzw. auf dasselbe System in der Zukunft
angewandt.

Das Ergebnis einer •okonometrischen Untersuchung besteht zum Einen in den
vom Modell im Anwendungs- bzw. Prognosefall vorausgesagtenendogenen Vari-
ablenwerten. Zum Anderem geben auch die Betr•age und Vorzeichen der kalibri-
erten Modellparameter oft relevante Aussagen.

Beispiel: Im Rahmen der Verkehrsplanung werden in der Analysephase dieMod-
ellparameter (spezi�sche Verkehrsaufkommen, Parameter der Bewertungsfunktio-
nen, � -Parameter des Logitmodells, Parameter der CR-Funktionen, ...) anhand
gemessener Verkehrsaufkommen und Verkehrsaufteilungen angepasst. Mit diesen
angepassten Parametern kann anschlie�end das Verkehrsaufkommen nach Durchf•uhrung
einer Planungsma�nahme prognostiziert werden.

10.2.2. Modellentwicklung und Validierung

Liegt kein verl•assliches Modell vor oder hat man Zweifel ander G•ultigkeit der
infrage kommenden Modelle, muss man die Untersuchung mit einer Modellen-
twicklung koppeln und die Modelleselbst (nicht nur die aus ihnen gewonnenen
Aussagen) testen. Dies wird auch alsModellvalidierung bezeichnet.

Hierbei wird eine Aussage bzw. Prognosesimuliert, also das kalibrierte Mod-
ell mit unver•anderten Modellparametern auf neue Systeme (•ahnliche Sachverhalte
bzw. derselbe Sachverhalt f•ur andere Zeitpunkte bzw. Zeitr•aume) angewandt. Im
Gegensatz zur eigentlichen Anwendung/Prognose sind im Zielsystem allerdings alle
Daten bekannt, insbesondere die der endogenen Variablen. Bei der Validierung
werden die vorausgesagten und tats•achlichen Werte verglichen und getestet, ob
sich die Abweichungen in vertretbaren Grenzen h•alt bzw. ob sie sich gegen•uber
der Kalibrierung stark erh•oht haben. Ein wichtiges Kriterium f•ur gute Modelle ist
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au�erdem ihre Robustheit : Hierbei wird das Modell auf die neuen Daten kalibri-
ert und die gesch•atzten Modellparameter mit denen der \alten" Kalibrierung ver-
glichen. Je weniger Abweichungen man �ndet, desto robuster und aussagekr•aftiger
ist das Modell.

Ist man mit dem Ergebnis der Validierung nicht zufrieden, muss das Modell
entsprechend modi�ziert werden, worauf sich ein neuer Zyklus aus Kalibrierung/Validierung
und ggf. neuer Datenbescha�ung anschlie�t.

Ein Spezialfall der Validierung stellt der sogenannteBack-Test dar, bei welchem
zum selben Sachverhalt Test-Daten (Stichproben) f•ur mehrere Zeitpunkte bzw.
Zeitr•aume vorliegen. Nur ein Teil dieser Daten wird zur Kalibrierung verwendet,
der andere zur Validierung.

Beispiel: Liegen die Mobilit•atsdaten einer Stadt j•ahrlich f•ur die Jahre 2001-2008
vor, kann man die Daten von 2001-2007 f•ur die Kalibrierung und das Jahr 2008
f•ur die Validierung heranziehen (Back-Test). Man kann zurValidierung auch die
Daten einer anderen Stadt derselben Grundgesamtheit (z.B.westdeutsche Gro�s-
tadt) verwenden.

10.3. Modellkalibrierung

Eine Modellkalibrierung, d.h. Sch•atzung der Modellparameter durch Vergleich der
Modellaussagen mit den Daten, kann wegen der unvermeidlichen nichterkl•arten
Elemente nicht zum Ziel haben, eineexakte •Ubereinstimmung des Modells mit
den Daten zu liefern. Vielmehr gilt es, durch Variation der Modellparameter ein
noch zu de�nierendes Fehlerma� zu minimieren (Regression)bzw. die Wahrschein-
lichkeit f•ur das Zutre�en bei gegebenen Beobachtungen zu maximieren (Maximum-
Likelihood-Methode).

Zur Durchf•uhrung der Kalibrierung werdenn > J +1 Messungen bzw. Beispiels-
Instanzen des zu beschreibenden Sachverhalts als Stichprobe vorausgesetzt. Jedes
Element i der Stichprobe bzw. Messungi enth•alt dabei folgenden Satz von Gr•o�en:

ˆ den Wert yi der abh•angigen bzw. erkl•arten Variablen bei der Messungi ,

ˆ die dazugeh•origen Messwertexmi der erkl•arenden Variablenxm ,

ˆ m•oglichst auch noch Merkmalsauspr•agungen weiterer m•oglicherweise relevan-
ter Variablen, mit denen man das Modell bei Bedarf erweiternkann.

Wendet man dasabstrakte Modell 10.1 auf dien Datens•atze f (yi ; x1i ; :::; xMi )g
der Stichprobe an, erh•alt man dieSystemgleichungen

yi = f (x1i ; :::; xmi ; :::; xMi ; � 0; :::; � j ; :::; � J ) + � i := ŷi + � i : (10.3)

Diese Gleichungen stellen wegenn > J + 1 ein •uberbestimmteGleichungssystem
dar, welches manchmal auch alsPopulationsmodell (da das abstrake Modell mit
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Daten \bev•olkert" wird) bzw. als Satz von Mess-Gleichungen bezeichnet wird:1

Verst•andnisfrage:
Warum ist ein •uberbestimmtes Gleichungssystem in diesem Fall
erw•unscht und notwendig?

Wegen der •Uberbestimmtheit l•asst sich dieses System nicht exakt l•osen, son-
dern es kann nur die verbleibende Rest-Ungenauigkeit minimiert werden. Da-
rauf begr•unden die zwei wichtigsten Methoden zur Modellkalibrierung, die Meth-
ode der kleinsten Fehlerquadrate (Regressionsmethode) und dieMaximum-
Likelihood-Methode . Beide Methoden stehen zueinander in Beziehung.2 Im
allgemeinen multivariaten Fall mit korrelierten stochastischen St•orgr•o�en ist die
Maximum-Likelihood-Methode jedoch aussagekr•aftiger, aber auch unanschaulicher.3

F•ur Modelle mit diskreten endogenen Variablen wie diskrete Wahlmodelle ist
nur die Maximum-Likelihood-Methode sinnvoll. Diese wird aber erst in der ver-
tiefenden Methoden-Vorlesung des Master-Studiums behandelt. In diesem Kapitel
wird hingegen die Regressionsmethode angewandt.

10.3.1. Methode der kleinsten Fehlerquadrate

Bei dieser, englisch auch alsLeast Squares(LQ) bzw.Least squared errors(LSE)
oder alsRegressionsrechnungbezeichneten Methode wird die Fehlerquadratsumme
als Funktion der Mengef � j g der Parameterwerte� 0; : : : ; � J betrachtet:

S(f � j g) =
nX

i =1

� i =
nX

i =1

[yi � ŷ(x1i ; ::; xMi ; � 0; :::; � J )]2 ; (10.4)

und bez•uglich der Parameter minimiert. Als notwendige Bedingungen f•ur das Min-
imum m•ussen alle Ableitungen verschwinden,dF

d� j
= 0. Aufgrund der speziellen

Struktur von (10.4) (Summe von Quadraten) kann man in diesemFall sogar zeigen,
dass die Bedingungen verschwindender Ableitungen hinreichend sind und im lin-
earen Fall dar•uberhinaus ein eindeutiges Ergebnis liefern. Dies ergibt J + 1 im
Allgemeinen nichtlineare Gleichungen f•ur dieJ + 1 unbekannten Parameterwerte.
Eine analytische L•osungen ist nur in Ausnahmef•allen m•oglich. Wegen der aber

1Man beachte, dass hier yi den Wert einer erkl•arten Variablen Y bei der Messung i bezeichnet, also
eine feste Zahl und deshalb auch \klein" geschrieben. Hingegen bezeichnet der Index k im allge-
meinen Modell (1.1) die k-te unabh•angige Variable. Man muss also sorgf•altig System gleichungen von
Modellgleichungen unterscheiden.

2 Im Falle gau�verteilter und unabh•angiger St•orterme sind die Ergebnisse diselben.
3Berechnet und analysiert man auch die Matrix der zweiten Able itungen der Fehlerquadratsumme

(Hesse-Matrix), so erh•alt man auch im Falle korrelierter ga u�verteilter Zufallsgr•o�en identische Aus-
sagen. Dies wird hier jedoch nicht weiter behandelt.
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meist \gutm•utigen" Nichtlinearit•at ist jedoch eine numer ische Nullstellensuche,
beispielsweise durch dasNewton-Raphson-Verfahren , meist m•oglich.

Mit Hilfe der dadurch minimierten FehlerquadratsummeSmin l•asst sich an-
schlie�end auch die St•arke des stochastischen Beitrags, d.h. die Residualvarianz
� 2

� absch•atzen:

�̂ 2
� =

Smin

n � J
; (10.5)

und damit auch ein Ma� f•ur die G•ute des Modells gewinnen: Jen•aher das Bes-
timmtheitsma�

B = 1 �
�̂ 2

�

s2
y

; s2
y =

1
n � 1

nX

i =1

(yi � �y)2 (10.6)

an den Maximalwert B = 1 herankommt, desto besser ist das Modell.

Aufgabe: Trivialmodell

In einem \Trivialmodell" ist die deterministische Teil der endogenen Variable
durch die Gleichung

ŷ = a

mit dem Modellparametera gegeben. Wie lautet der Ausdruck f•ur den kalibri-
erten Wert von a als Funktion der yi und x ji ? Geben Sie auch die Ausdr•ucke
f•ur die Residualvarianz und das Bestimmtheitsma� an. Welche Bedeutung
hat die Residualvarianz in diesem Fall?

L•osung

Die Minimierung der Fehlerquadratsumme f•uhrt aufa = �y. Daraus ergibt
sich mit (10.5) und (10.6) ^� 2

� = s2
y, also das Bestimmtheitsma�B = 0. Das

Bestimmtheitsma� gibt also an, in welchem Ma�e das Modell eine bessere
Aussage liefert als das Trivialmodell. Dies ist analog zu denModellen der
Wettervorhersage, die sich auch am Trivialmodell (\Das Wetter bleibt wie es
ist") messen lassen m•ussen.

10.3.2. Maximum-Likelihood-Methode

Bei dieser, oft auch als ML abgek•urzte Methode werden dien Messungen bzw.
Instanzen des zu beschreibenden Sachverhalts alsn Realisierungen des stochastis-
chen •okonometrischen Modells (10.1) gesehen. F•ur jede Messung i , also jeden
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Satz von Werten x ji der exogenen Variablen und bei gegebenen Parametern� j ,
bekommt man aus dem •okonometrischen Modell (10.1) eineZufallsgr•o�e

Yi = f (f xmi g; f � j g) + � i ;

welche mit dem aus der jeweiligen Messungen erhaltenenZahlenwerteyi verglichen
wird. Nun wird, in Abh•angigkeit der Parameter f � j g, die kombinierte Wahrschein-
lichkeit daf•ur berechnet, dass die Messung 1 den Werty1, . . . , die Messungn den
Wert yn liefert:

PML (f � j g) = P(Y1 = y1; Y2 = y2; : : : ; Yn = yn ) = max! :

Die Parameter � 0 bis � J werden nun so bestimmt, dass die Wahrscheinlichkeit
daf•ur, dass das stochastische Modell mit den Messungen •ubereinstimmt, maximal
ist.4 Zur Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeit muss, im Gegensatz zur Regres-
sionsmethode, die Verteilung der St•orgr•o�e� spezi�ziert werden.

Die Maximum-Likelihood-Methode wird (in der Master-Vorlesung) bei der Mod-
ellierung diskreter abh•angiger Variablen genauer betrachtet. Bei den folgenden
linearen Modellen kontinuierlicher Variablen kann man zeigen, dass das Ergebnis
der Fehlerquadratminimierung und der Maximum-Likelihood-Methode dasselbe
ist, wenn man die� i als nicht korrelierte gau�verteilte Zufallsvariablem annimmt.
Dies ist unter den Bedingungen

ˆ Zufallsstichproben und ein vollst•andiges Modell) die � i sind unabh•angig,

ˆ Anwendbarkeit des Zentralen Grenzwertsatzes) die � i sind gau�verteilt

der Fall. Die Unabh•angigkeit und Stochastizit•at der� i gilt nicht, wenn das Modell
unvollst•andig ist, also nicht alle relevanten exogenen Variablen (Ein
ussfaktoren)
enth•alt. Dann ergibt eine Kalibrierung { egal, ob mit der LQoder der ML-Methode
{ und selbst der anschlie�ende Belastungstest oft irref•uhrende bzw. falsche Aus-
sagen.

10.4. Lineare multivariate Modelle

10.4.1. Modellgleichungen

Im multivariaten lineare Fall kann man das allgemeine •okonometrische Modell
(10.1) schreiben als

Y (x ; � 0; � ) = � 0 +
JX

j =1

� j x j + �: (10.7)

4Bei stetigen Gr•o�en ist die Wahrscheinlichkeit des Eintre� ens eines festen Wertes i. A. exakt gleich
Null. Deshalb wird genau genommen die Wahrscheinlichkeitsdichte maximiert.
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Man hat alsoM = J exogene Variable und neben dem Achsenabschnitt� 0, welcher
eine spezielle Rolle spielen wird (siehe weiter unten),J zu kalibrierende Modellpa-
rameter.

Die einzelnen Gr•o�en der Gleichung (10.7) bedeuten

ˆ Y: Die abh•angige (erkl•arte) Variable, welche mit den Ergebnissen der Um-
fragen/Messungen verglichen wird,

ˆ x j : einen Satz von abh•angigen Variablen,

ˆ � 0: Der konstante Anteil, auch Achsenabschnitt (engl.intercept) genannt.
Dies wird besonders anschaulich im bivariaten Fall, in dem die Funktion
Y(x1; x2) eine Ebene im Raum der unabh•angigen und abh•angigen Variablen
beschreibt und die die abh•angige Variable beschreibende Achse bei� 0 schnei-
det, siehe Abb. 10.1.

ˆ � j : Anstiegsparameter, welche die•Anderungsrate vonY bei •Anderung vonx j

unter ceteris-paribus-Bedingungen beschreibt. Dieser Zusatz (lateinisch
f•ur \alles Andere bleibt gleich", also insbesondere alle •ubrigen unabh•angigen
Variablen und alle Parameter) ist ein zentrales Konzept undwesentlich f•ur
die Aussagekr•aftigkeit der multivariaten Regression im Vergleich zur niedriger
dimensionalen oder univariaten Regression.

ˆ � : Die nichterkl•arbare Restabweichung des Modells von den Daten. Ohne
Einschr•ankung wird der Erwartungswert gleich Null gesetzt. Au�erdem wird
konstante Varianz (\Homoskedastizit•at") und Unkorreliertheit der einzelnen
Messerte� i (Realisierungen von� ) vorausgesetzt, vgl. Gl. (10.2).

Die Variablen und die Parameter� 0; :::; � J lassen sich auch kompakt zu einem
Variablenvektor x bzw. einem Parametervektor� zusammenfassen:

x =

0

@
x0
...

xJ

1

A ; � =

0

@
� 0
...

� J

1

A ; (10.8)

wobei formalx0 = 1 gesetzt wurde. Das Lineare Modell erh•alt dann die kompakte
Form

Y (x ; � ) = � � x + �: (10.9)

Ohne jede weitere Komplikation kann man das lineare Modell (10.9) auch auf
quasilineare Modelle verallgemeinern:

Y (x ; � ) =
JX

j =0

� j f j (x ) + �: (10.10)
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Solche Modelle sind in den Koe�zienten linear, in den exogenen Variablen x =
(x1; :::; xM ) jedoch nichtlinear.5 Bei der Kalibrierung erh•alt man nach wie vor ein
lineares Gleichungssystem. Der Einfachheit halber werdenwir das Verfahren aber
explizit f•ur lineare Modelle beschreiben.

Verst•andnisfrage:
Warum stellt die Bedingung E(� ) = 0 an den Zufallsanteil keine Ein-
schr•ankung der Allgemeinheit dar?

10.4.2. Parametersch•atzung 1: Formulierung mit Summen

Zur Durchf•uhrung der Parametersch•atzung bzw. der Modellkalibrierung werden
Mess- oder Umfragedaten in folgendem Format ben•otigt:

y1 x11 x21 � � � xJ 1

y2 x12 x22 � � � xJ 2
...

...
...

...
...

yn x1n x2n � � � xJn

Die aus dem Modell (10.7) und dieser Daten folgenden Systemgleichungen lauten
daher

yi = ŷi + � i = � 0 +
JX

j =1

� j x ji + � i ; (10.11)

wobei x ji den Wert von x j bei der i -ten Messung bezeichnet. Die resultierende
Fehlerquadratsumme h•angt von allen Modellparametern� 0 und � = f � 1; :::; � J g
ab und lautet6

S(� 0; � ) =
nX

i =1

� 2
i =

nX

i =1

(yi � ŷi )
2 =

nX

i =1

 

yi � � 0 �
JX

m=1

� mxmi

! 2

; (10.12)

wobei x ji den Wert von x j bei der i -ten Messung bezeichnet. Man beachte,
dass sich (10.12) auf die Mess-Gleichungen (10.11) bezieht, also auf feste und
bereits gegebene Messwerte der abh•angigen und unabh•angigen Variablen. Die
Fehlerquadratsumme h•angt deshalbnicht von denyi oder xmi ab! Ableitung nach
� 0 und Nullsetzen liefert

� 0 = �y �
JX

m=1

� m �xm ; (10.13)

5 Insbesondere muss die ZahlM der \echten" exogenen Variablen nicht gleich J sein.
6 Im Folgenden wird abichtlich nicht •uber j sondern •uber m summiert, da sp•ater nach � j abgeleitet

werden soll.
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mit dem arithmetischen Mittel �xm = 1
n

P
i xmi . Die Bedingungen@F

@�j
= 0 liefern7

nX

i =1

 

yi x ji � � 0x ji �
JX

m=1

� mxmi x ji

!

= 0:

Setzt man nun (10.13) f•ur � 0 ein, erh•alt man als Kalibrierungsbedingungen der
LQ-Methode ein lineares Gleichungssystem f•ur die Koe�zienten � 1 bis � J :

JX

m=1

sjm � m = sjy (10.14)

mit den Elementen der deskriptiven Kovarianzmatrix der erkl•arenden Variablen

sjm =
1
n

nX

i =1

x ji xmi � �x j �xm (10.15)

und der deskriptiven Kovarianz zwischenx j und y,

sjy =
1
n

nX

i =1

x ji yi � �x j �y: (10.16)

In Matrix-Vektor-Notation kann man (10.14) auch screiben als
0

@
s11 � � � s1J
...

...
sj 1 � � � sJJ

1

A �

0

@
� 1
...

� J

1

A =

0

@
s1y
...

sJy

1

A : (10.17)

Aufgabe:

Zeigen Sie, dass (10.14) bei einer einzigen erkl•arenden Variablen sowie der
Gleichsetzung� 0 = a, � 1 = b die Kalibrierungsbedingungen (10.35) der Ko-
e�zienten a und b der univariaten linearen Regression liefert.

10.4.3. Parametersch•atzung 2: Formulierung mit Vektoren und Matrizen

Die abstrake Formulierung mit Vektoren und Matrizen ist zun•achst etwas unge-
wohnt, sie hat aber, wenn man einmal die wichtigsten Matrizenregeln kennt, dur-
chaus Vorteile:

7Man beachte, dass man den Indexj der Ableitung nach � j vom Summationsindex m unterscheiden
muss!
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ˆ Die Formulierung ist kompakter und einheitlicher,

ˆ die induktive Statistik l•asst sich mit dieser Formulierung eleganter durchf•uhren,

ˆ die Formulierung entspricht den Standard-Softwarepaketen. Die numerische
L•osung ist einfacher zu programmieren.

Dem stehen aber auch Nachteile gegen•uber:

ˆ Die Formulierung ist abstrakt und unanschaulich,

ˆ Die Rechnung \per Hand" ist komplizierter. Beispielsweise haben die Gle-
ichungssysteme eine \Unbekannte" mehr

Man sollte also beide Herangehensweisen kennen. Sowohl konzeptionell als auch
praktisch ist mal die eine, mal die andere Formulierung e�zienter.

Systemgleichungen

Wie bereits erw•ahnt, wird der konstante Achsenabschnitt� 0 formal zu einem
Anstiegsparameter, wenn man die Pseudo-Variablex0 = 1 einf•uhrt. Das lineare
Modell wird dann zu

Y(x ) =
JX

j =0

� j x j + � = � � x + � (10.18)

und die Systemgleichungen zu

Y = X � � + � : (10.19)

bzw. ausgeschrieben
0

@
y1
...

yn

1

A =

0

@
x01 � � � xJ 1
...

...
x0n � � � xJn

1

A �

0

@
� 0
...

� J

1

A +

0

@
� 1
...

� n

1

A (10.20)

ˆ Y und � sind Spaltenvektoren mitn Elementen. Yi bzw. � i geben die Werte
der endogenen VariablenY bzw. der Restabweichung� bei deri -ten Messung
an.

ˆ � ist ein Spaltenvektor mit J + 1 Elementen; � j mit j = 0; 1; :::; J gibt den
Wert des j -ten Parameters an.

ˆ X ist eine n � (J + 1)-Matrix. 8 Das Elementx ji gibt den Wert der j -ten
exogenen Variablen bei deri -ten Messung an. Da die Pseudovariablex0 = 1,
haben automatisch auch deren \Messwerte"x0i den Wert 1.9

8Achtung! Entgegen der •ublichen Konvention gilt f•ur die Ele mente x ji , dass zuerst der Spaltenindex
und dann der Zeilenindex genannt wird! x ji bezeichnet die (j + 1)-te Spalte und i -te Zeile

9Verwechseln Sie bitte nicht den Vektor x der exogenen Variablen im Modell (10.18) und die Matrix
X der Werte der exogenen Variablen in der Systemgleichung (10.19).
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Fehlerquadratsumme

Auch diese l•asst sich kompakt in Vektor-Matrix-Notation schreiben:

S(� ) = � T � � = ( Y � X � � )T � (Y � X � � ) : (10.21)

Hierin bedeutet das Superskript T die Transposition, welcheauf Vektoren und
Matrizen angewandt werden kann:

ˆ Transponiert man einen Spaltenvektor, erh•alt man den zugeh•origen Zeilen-
vektor und umgekehrt,

ˆ Bei einer Matrix werden die Zeilen und Spalten vertauscht:
�
A T

�
ij

= A ji .

Minimierung der Fehlerquadratsumme

Zur Minimierung bez•uglich � multipliziert man S zun•achst aus:10

S = ( Y � X � )T (Y � X � )
= Y T Y � (X � )T Y � Y T X � + ( X � )T (X � )
= Y T Y � � T (X T Y ) � (Y T X )� + � T �

X T X
�

�

:= const. � � T � a � b T � � + � T A �

Hierbei wurden die Assoziativit•at aller Operationen (man kann beliebig klammern)
und die Transpositionsregeln

(A B )T = B T A T ; (A b)T = b T A T ; a T � b = b T � a (10.22)

ausgenutzt und, um den nun folgenden Ableitungsschritt •ubersichtlicher zu gestal-
ten, die Konstanten

a = X T y (Spaltenvektor mit J + 1 Komponenten)
bT = y T X (Zeilenvektor mit J + 1 Komponenten)
A = X T X ((J + 1) � (J + 1) - Matrix)

eingef•uhrt. Au�erdem gilt

b T � � = � T � b = � T � a

und damit letztendlich

S(� ) = const. � 2� T � a + � T A � :

10 Wo Eindeutigkeit besteht, werden die Punkte, welche das Skalarprodukt bzw. die Multiplikationen
von Matrizen mit Vektoren und von zwei Matrizen beschreiben, weggelassen.
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Auch das Ableiten nach allen Parametern kann man formal als (Spalten-)Vektoroperator
schreiben:

@
@�

�
�

@
@�0

; � � � ;
@

@�J

� T

(10.23)

Es gelten die folgenden Ableitungsregeln, die man sich am besten durch direktes
Einsetzen veranschaulicht:

@
@�

�
� T � a

�
=

0

B
B
@

@
@�0

� P
j � j aj

�

...
@

@�J

� P
j � j aj

�

1

C
C
A =

0

@
a0
...

aJ

1

A = a

und, unter Beachtung der Produktregel

@
@�

�
� T A �

�
=

0

B
B
@

@
@�0

� P
j

P
k � j A jk � k

�

...
@

@�J

� P
j

P
k � j A jk � k

�

1

C
C
A

=

0

B
@

P
k A0k � k +

P
j � j A j 0

...P
k AJk � k +

P
j � j A jJ

1

C
A

= A � + A T �

A = A T

= 2A � :

Mit diesem R•ustzeug ist das eigentliche Ableiten dann einfach:
@F
@�

= � 2a + 2A � = � 2X T y + 2X T X � != 0

und schlie�lich nach Multiplikation mit der inversen Matri x A � 1 =
�
X T X

� � 1
von

links die �nalen Kalibrierungsbedingungen

� kalibr =
�
X T X

� � 1
X T y : (10.24)

Die Inversion der Matrix A = X T X entspricht der L•osung eines linearen Gle-
ichungssystems mit (J + 1) Unbekannten.

Aufgabe:

Zeigen Sie, dass f•ur den Fall einer exogenen Variablenx1 = z die Kalib-
rierungsbedingungen (10.24) auf die aus den Statistikvorlesungen bekannten
und im Abschnitt 10.6.2 wiedergegebenen Bedingungen f•uhren.
Hinweis: Die erste Spalte vonX besteht (wie immer) aus Einsen und die
zweite Spalte aus den Messwertenzi , i = 1; :::; n.
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Preis

y
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Figure 10.1.: Bedeutung des Achsenabschnittes� 0 und der Anstiegsparameter� 1 und
� 2 im bivariaten linearen Modell zur Beschreibung der Ein
ussfaktoren
der •OPNV-Nutzung. Die roten Punkte sind die Daten (Streudiagramm),
w•ahrend die blaue Ebene das bivariate Modell darstellt. Aus Gr•unden der
Darstellung ist hier der Residualfehler=0 angenommen, so dass die roten
Punkte auf der blauen Ebene liegen. Das lineare Modell beschreibt hier
die Daten also exakt.

10.4.4. Anschauliche Interpretation des linearen Modells

Das multivariate lineare Modell und die Bedeutung seiner Modellparameter wird
nun anhand des einfachsten nichttrivialen Falls (zwei unabh•angige Variablen) an-
hand der Nutzungsh•au�gkeit der •OPNV-Systeme vergleichbarer St•adte veran-
schaulicht (Abb. 10.1): Die wichtigsten Ein
ussparameter und damit geeignete un-
abh•angige Variablen sind der Preisx1 und die Reisezeit bzw., um unabh•angig von
der Gr•o�e des Systems zu werden, die mittlere Geschwindigkeit x2. Die abh•angige
Variable Y gibt das Ma� der Nutzung, z.B. in Form von verkauften Tickets oder der
spezi�schen Verkehrsleistung in•OPNV-Kilometern pro Einwohner und Jahr an.
Die einzelnen Punkte in Abb. 10.1 geben die Beobachtungswerte in verschiedenen
St•adten i an.

Plausiblerweise f•allt die Nutzung mit dem Preis, also wird ein negativer Stei-
gungsparameter� 1 = @̂y

@x1
erwartet. Hingegen sollte die Nutzung mit der mittleren

Geschwindigkeit unter ceteris-paribus-Bedingungen (gleiche Preise, gleiche son-
stige Umst•ande) steigen, also� 2 = @̂y

@x2
> 0. Schlie�lich gibt der Achsenabschnitt

� 0 die Nutzungsh•au�gkeit bei kostenlosem jedoch stillstehendem •OPNV an (o�en-
sichtlich ist hier der Anwendungsbereich des linearen Modells •uberschritten).
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1x

2x Geschwin-
digkeit

Preis

Figure 10.2.: Projektion der Datenpunkte der Abbildung 10.1 auf die x1-x2-Ebene.

Fahrleistung
ÖPNV-

1x

Fahrleistung
ÖPNV-

2x
Preis

y y

Geschwindigkeit

Figure 10.3.: Streudiagramm der Datenpunkte, falls nurx1 (links) bzw. x2 (rechts) als
erkl•arende Variable ber•ucksichtigt wird. Die Daten entsprechen denen von
Abbildung 10.1 und 10.2.
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Wichtig ist, sich anschaulich zu machen, dass die Vernachl•assigung einer der bei-
den erkl•arenden Variablen zu falschen Schlussfolgerungen f•uhren w•urde. Dies wird
wesentlich durch die im Allgemeinen vorhandeneKorrelation der Werte der un-
abh•angigen Variablen bei den verschiedenen Stichprobenelementen bewirkt: St•adte
mit gut ausgebauten und schnellen•OPNV haben tendenziell h•ohere Ticketpreise
(pro Streckeneinheit) als St•adte mit geringerwertigen•OPNV-Netz. Die Korrela-
tion r12 = s12=sqrts2

1s2
2 bzwi die Kovarianzs12 ist also in unserem Beispiel positiv:

Die auf die x1-x2-Ebene projizierte Punktewolke ist also tendenziell l•angs einer
ansteigenden Geraden angeordnetet (Abb. 10.2).

Vernachl•assigt man nun entwederx1 oder x2, projiziert also die Datenpunkte
auf die x2-y- bzw. auf diex1-y-Ebene, so hebt die Korrelations12 zusammen mit
der Projektion die Wirkung des noch verbleibenden wahren Anstiegsparameters
� 2 bzw. � 1 weitgehend auf bzw. kann sogar zu gegenteiligen E�ekten f•uhren:
Erh•oht man die Geschwindigkeit, verbessert also das Angebot, reduziert sich die
Nachfrage (Abb. 10.3). Dies f•uhrt zu folgender wichtigen Feststellung:

Vernachl•assigt man in einem linearen •okonometrischen Modell relevante
erkl•arende Variable, ist das Modell fehlspezi�ziert und die Modellkalib-
rierung durch lineare Regression oder der Maximum-Likelihood-Methode f•uhrt
zu systematischen Fehlern. Dies resultiert in falschen Schlussfolgerungen und
das Modell ist, im besten Fall, unbrauchbar.

Zum Problem der Fehlspezi�kation

Allgemein liegt eine Fehlspezi�kation vor, wenn

1. eine wesentliche erkl•arende Variable nicht ber•ucksichtigt wurde (wie hier),

2. eine 100%ig mit anderen Variablen oder Linearkombinationen davon korre-
lierte erkl•arende Variable mitgef•uhrt wird,

3. eine irrelevante erkl•arende Variable mitgef•uhrt wird.

Der letztere Fall ist vergleichsweise harmlos. Der entsprechende Anstiegsparameter
ist dann nicht signi�aknt von null verschieden. Der zweite fall fuert zu viel gr•o�eren
Streubreiten, aber zu keiner systematischen Verfaelschung des Mittelwertes. Fall
(1) hingegen kann genau dies bewirken, wie diese Aufgabe zeigte. Er ist deshalb
die gefaehrlichste Art der Fehlspezi�kation.
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10.5. Statistische Eigenschaften der Regressionskoe�zienten

10.5.1. Gau�-Markow-Annahmen

Die Modellkalibrierung mit Hilfe der Regressionrechnung nach den Abschnitten
10.3.1 bzw. 10.4.2 ist nur dann statistisch tragf•ahig, d.h. mit kontrolierbaren
Fehlern behaftet, falls das Modell und die Fehlerterme die sogenanntenGau�-
Markow-Annahmen erf•ullen:

1. Das Modell ist zumindestquasilinear , also linear in den Parametern. Dies
schlie�t insbesondere die linearen Modelle ein, aber auch Modelle wie

ŷ = � 0 + � 1x1 + � 2x2
1 + � 3

p
x1x2 + : : :

2. Die unabh•angigen Variablen d•urfen nicht perfekt korreliert oder voneinander
linear abh•angig sein. Mathematisch zeigt sich dies daran,dass die Varianz-
Kovarianz-Matrix S einen Rang kleinerJ hat bzw. DetS = 0. Nichtperfekte
Korrelationen sind aber ausdr•ucklich zugelassen!

3. Der Fehlerterm hat den ErwartungswertE(� i ) = 0

4. Die zur Kalibrierung herangezogenen Daten stammen aus einer Zufalls-Stichprobe
vom Umfangn > J + 1

5. Homoskedastizit•at: Die Varianz des FehlertermsE(� 2
i ) = � 2

� ist konstant.
Die verschwindenden Korrelationen,E(� i � j ) = 0 f•ur i 6= j , folgen •ubrigens
aus der Bedingung einer Zufalls-Stichprobe.

6. Der Fehlerterm ist gau�verteilt. Daraus und aus den vorhergehenden beiden
Bedingungen folgt •ubrigens, dass die Fehlerterme i.i.d. sind.

Die letzte Bedingung ist nur zur genauen Ermittlung der Kon�denzintervalle
und Grenzen statistischer Tests mit der Student-t-Verteilung notwendig. Wichtiger
sind die ersten f•unf Bedingungen, die zusammen eine Fehlspezi�kation ausschlie�en.

10.5.2. Induktive Statistik multivariater linearer Model le

Um zu belastbaren, also statistisch signi�kanten Aussagen zukommen, m•ussen
die gerade diskutierten Gau�-Markow-Annahmen erf•ullt sien. Dann kommen die
bereits aus derGrundvorlesung in Statistik II bekannten parametrischen Inter-
vallsch•atzungen und Tests zum Einsatz:

ˆ Bei der Intervallsch•atzung wird um den mit der Regression gesch•atzten
Parameterwert �̂ j ein Kon�denzintervall bestimmt, in dem sich der wahre
Wert � j mit einer gewissen Sicherheit 1� � be�ndet. Hierbei wird die Fehler-
wahrscheinlichkeit � meist mit � = 5% oder 1% angenommen. Je kleiner
� , desto sicherer, aber auch desto unsch•arfer werden die Aussagen.
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ˆ Beim statistischen Test des Parameters� j wird eine gewisseNullhy-
pothese � j = � j 0 getro�en und getestet, ob man diese bei einer Fehler-
wahrscheinlichkeit� ablehnen kann. Nur im Falle einer Ablehnung bekommt
man eine signi�kante Aussage, n•amlich \Die Nullhypothese tri�t nicht zu".
Kann man den Test hingegen nicht ablehnen, erh•alt man keineAussage, da
darausnicht die G•ultigkeit der Nullhypothese folgt. Auch hier gilt: Je h•oher
� , desto h•au�ger erreicht man die Ablehnung, desto unsicherer ist die damit
verbundene Aussage jedoch

Es folgen zun•achst Kon�denzintervalle und statistische Tests f•ur die Parameter
im allgemeinen multivariaten Fall. Der folgende Abschnitt 10.6 stellt f•ur die
Spezialf•alle zweier bzw. einer erkl•arender Variablen explizite Ausdr•ucke f•ur die
Parametersch•atzung durch lineare Regression sowie dazugeh•orige Kon�denzinter-
valle und statistische Tests vor. F•ur Interessierte folgen im Abschnitt 10.7 einige
Herleitungen.

Kon�denzintervall und Test der Anstiegsparameter f•ur den allgemeinen
multivariaten Fall

Beides h•angt im Wesentlichen von der (gesch•atzten)Varianz V(�̂ j ) des mit Hilfe
der linearen Regression gewonnenen Sch•atzers�̂ j ab. DasKon�denzintervall f•ur
den wahren Parameter� j zur Fehlerwahrscheinlichkeit� ist gegeben durch

� j 2
�

�̂ j � t (n� J � 1)
(1� � )=2

q
V̂ (�̂ j ); �̂ j + t (n� J � 1)

(1� � )=2

q
V̂ (�̂ j )

�
(10.25)

und die Test-Statistik zur Nullhypothese� j 0 durch die Student-Teststatistik
(\T-Statistik")

T� j =
�̂ j � � j 0q

V̂ (�̂ j )
� T(n � J � 1); (10.26)

welche bei gau�verteilten Residualtermen einer Student-t-Verteilung mit n � J � 1
\Freiheitsgraden" gehorcht. Die Zahl der \Freiheitsgrade" ist dabei durch den
•Uberschuss der Zahln der Messungen bzw. Bedingungsgleichungen bez•uglich der
Zahl J + 1 der zu kalibrierenden Parameter gegeben, also durch die Zahl der
Gleichungen, welche f•ur die Stochastizit•at \•ubrigbleiben".

Die Testaussagen lassen sich aus den konkreten Realisierungen t � j der Test-
Statistik gewinnen:

ˆ Test auf Gleichheit : Die Nullhypothese� j = � j 0 ist angenommen, falls die
Realisierung der Teststatistik der Bedingung

jt � j j < t (n� J � 1)
(1� � )=2 (10.27)
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gen•ugt. Mit der Nullhypothese � j 0 = 0 �ndet dieser Test vor allem Anwen-
dung, wenn man allgemeine Systeme auf signi�kante Ein
ussfaktoren oder
speziell Zeitreihen auf das Vorhandensein eines Trends pr•ufen will.

ˆ Test auf Ungleichheit : Die Nullhypothese� j < � j 0 kann nur abgelehnt
werden, falls

t � j > t (n� J � 1)
1� � : (10.28)

Der Test auf \gr•o�er als" verl•auft analog: Man testet den negativen Wert auf
\kleiner als" mit dem Ergebnis einer Ablehnung falls

t � j < � t (n� J � 1)
1� � :

Sowohl die Kon�denzintervalle als auch die Entscheidungskriterien der Tests
h•angen von den tabelliertenQuantilen t (n� J � 1)

q der Student-Verteilung ab.11 Um
die Formeln auswerten zu k•onnen, ben•otigt man noch die gesch•atzte Varianz V̂ (�̂ j )
der durch die Regression erhaltenen Wertê� j der Modellparameter. F•ur denj -ten
Anstiegsparameter (intercept) ergeben sich

V̂
�

�̂ j

�
=

�̂ 2
�

n

det
�
S

�
j

det
�
S

� ; (10.29)

mit det( S) der Determinante der aus densjk gebildeten Kovarianzmatrix und
det(S) j der Determinante dieser Matrix ohne die Zeile und Spaltej . Schlie�lich
ergibt sich der Sch•atzer ^� 2

� f•ur die Residualvarianz � 2
� aus (10.5) zu

�̂ 2
� =

Smin

n � 1 � J
=

1
n � 1 � J

nX

i =1

 

yi � �̂ 0 �
JX

m=1

�̂ mxmi

! 2

: (10.30)

10.6. Spezialf•alle

10.6.1. Zwei erkl•arender Variablen

Aus der linearen Regression (10.14) bzw. (10.17) und Gl. (10.13) ergeben sich in
diesem Fall (J = 2) die Sch•atzer der linearen Anstiegsparameter und der Konstante
(intercept) zu

11 Zur Erinnerung: Das Quantil zum Argument q gibt den Wert der Zufallsvariablen an, bei dem die
Realisierungen mit einer Wahrscheinlichkeit q darunterliegen.
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�̂ 1 =
s1ys22 � s2ys12

det
�
S

� ;

�̂ 2 =
s2ys11 � s1ys21

det
�
S

� ;

�̂ 0 = �y � � 1 �x1 � � 2 �x2:

(10.31)

Die gesch•atzte Varianz der Sch•atzer der linearen Anstiegsparameter12 ergeben sich
mit (10.29) zu

V̂
�

�̂ j

�
=

�̂ 2
�

nsjj (1 � r 2
12)

; j = 1; 2; (10.32)

mit dem Sch•atzer der Residualvarianz� 2
� aus (10.30) und der deskriptiven Korre-

lation
r12 =

s12p
s11s22

: (10.33)

Die Formeln (10.25) und (10.26) f•ur die Kon�denzintervalle und Tests gelten un-
ver•andert.

Diese Beziehungen zeigen, dass es im multivariaten Fall wichtig ist, dass die
erkl•arenden Variablenx j nicht direkt voneinander abh•angig sind. Andernfalls ist
ihre Korrelation r12 = 1 und die Parameter und ihre Varianzen sind wegen der
Nenner detS bzw. (1 � r 2

12) nicht de�niert. H•angen die unabh•angigen Variablen
x1 und x2 nicht exakt aber doch weitgehend voneinander ab, was auch als Kolin-
earit•at bezeochnet wird, wird die VarianzV(�̂ j )wegen des Nenners (1� r 2

12) sehr
gro�, was zu gro�en Kon�denzintervallen bzw. nicht ablehnbaren Teststs, also zu
schwachen Aussagen f•uhrt. Ein Beispiel f•ur eine solche Kolinarit•at ist h•au�g das
Paar Reisezeit und Reiseweite. Dazu noch einige Bemerkungen:

ˆ Eine nichtverschwindende Korrelation vom Betrag kleiner eins zwischen den
erkl•arenden Variablen (also eine nichtexakte Kolinearit•at) ist ausdr•ucklich
zugelassen, vgl. Abb. 10.2.

ˆ Im mehrdimensionalen Fall \verdirbt" eine starke Kollinarit•at zwischen zwei
exogenen Variablen nicht automatisch die Aussagekraft bez•uglich anderer
Variablen. Seien z.B.x1 die Reisezeit,x2 die Reiseweite undx3 die Kosten
und seienx1 und x2 stark kolinear, so sind� 1 und � 2 nur sehr ungenau
zu bestimmen. Den Anstiegsparameter� 3 kann man jedoch mit normaler
Genauigkeit bestimmen. Dasselbe gilt f•ur dieSumme� 1 + � 2.

12 Man beachte, dass sowohl der Parameter gesch•atzt wird (Dach •uber � j ), als auch dessen Varianz (Dach
•uber V ). Die \echte" Varianz des Sch•atzers ergibt sich (bei G•ult igkeit der Gau�=Markow-Annahmen)
durch den gleichen Ausdruck, aber ohne \Dach" •uber der Resid ualvarianz � � .
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10.6.2. Eine erkl•arende Variable

Mit x1 = x; � 0 = a und � 1 = b reduziert sich das allgemeine lineare Modell (10.7)
auf

Y(x; a; b) = a + bx+ �: (10.34)

reduzieren. Die durch die lineare Regression gesch•atztenParameterwerte sind mit
s11 = sxx , s1y = sxy etc. (vgl. auch die GrundvorlesungStatistik 1)

â = �y � b̂�x; b̂ =
sxy

sxx
=

1
nsxx

nX

i =1

(x i � �x)(yi � �y): (10.35)

und die Varianzen der Sch•atzer zu

V (â) =
� 2

�

n

�
1 +

�x2

sxx

�
; V

�
b̂
�

=
� 2

�

nsxx
(10.36)

bzw. die gesch•atzteVarianz zu

V̂ (â) =
�̂ 2

�

n

�
1 +

�x2

sxx

�
; V

�
b̂
�

=
�̂ 2

�

nsxx
(10.37)

mit der gesch•atzten Residualvarianz

�̂ 2
� =

1
n � 2

nX

i =1

�
yi � â � b̂xi )

� 2
: (10.38)

Kon�denzintervalle der linearen Regressionsfunktion sel bst

Mit den bei jeder neuen Stichprobe unterschiedlichen Werten â und b̂der gesch•atzten
Parameter sind die Sch•atzerÂ und B̂ selbststochastische Variable. Damit ist auch
die gesamte Regressionsfunktion eine stochastische Gr•o�e, und zwar f•ur jeden Wert
von x:

Ŷ (x) = Â + B̂x

eine stochastische Gr•o�e mit Erwartungswert und Varianz.Es gilt

E
�

Ŷ (x)
�

= a + bx = E(Y(x)); (10.39)

also ist die gesamte Regressionsfunktion f•ur alle Werte von x erwartungstreu. F•ur
die Varianz ergib sich (vgl. Abb. 10.6.2) die sogenannte \Hyperbelformel"

V
�

Ŷ (x)
�

=
� 2

�

n

�
1 +

(x � �x)2

sxx

�
: (10.40)

Schlussfolgerungen:
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Figure 10.4.: Wahrscheinlichkeitsdichte einer durch (10.39) und (10.40) beschriebenen
Normalverteilung um den Erwartungswert a + bx des gesch•atzten linearen
Modells.

ˆ Nicht nur die Parameter, sondern die Regressionsfunktion selbst ist f•ur alle
x erwartungstreu,

ˆ Die Varianz ist am kleinsten f•ur x = �x, und zwar gleich 1=n mal der Residu-
alvarianz,

ˆ F•ur ( x� �x)2 � sxx w•achst die Standardabweichung
q

V(Ŷ (x)) der gesch•atzten
Regressionsfunktion linear mit dem Abstandx � �x, und zwar mit einer durch
die Standardabweichung des Parametersch•atzers f•ura gegebenen Anstiegsrate,

ˆ Nur f•ur �x = 0 sind die durch â und b̂ beschriebenen Anteile des Regres-
sionssch•atzers unabh•angig voneinander, da nur dann giltV (Â + B̂x ) =
V(Â) + x2V(B̂ ).

ˆ F•ur den mehrdimensionalen Fall gelten naheliegende Verallgemeinerungen.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist au�erdem f•ur hinreichend gro�en Stich-
probenumfang die Dichtefunktion des Regressions-Sch•atzers als Funktion von y
gau�verteilt (siehe Abbildung).
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10.7. Einige Herleitungen

Wir betrachten nun mehrere S•atze von jen unabh•angigen Messungen der Form
(10.11), also nur f•ur eine unabh•angige Variable. Jeder Mess-Satz hat also dass
Ergebnis

yi = ŷi + � i = â + b̂xi + � i ; (10.41)

Da in diesem Modell dieYi Zufallsvariablen mit stets variierenden Realisierungen
yi darstellen (auch bei demselben Indexi !), erh•alt man bei jedem Satz von Mes-
sungen andere Werte der mit (10.35) berechneten kalibrierten Parametera und b.
Genaugenommen berechnen die Kalibrierungsformeln also nicht die wahren kalib-
rierten Werte a und b, sondern Instanzen ^a und b̂ der Sch•atzer Â und B̂ dieser
Parameter. Schreibt man in (10.35) dieyi nicht als Realisierungen, sondern als
Zufallsgr•o�en, erh•alt man die Sch•atzer als Zufallsvariablen:

Â = �Y � B̂ �x; B̂ =
ŝxy

sxx
=

1
nsxx

nX

i =1

(x i � �x)(Yi � �Y ); (10.42)

Damit ist auch die gesch•atzte lineare Regressionsfunktion selbsteine vonx abh•angige
stochastischen Funktion :

Ŷ (x) = Â + B̂x: (10.43)

Sch•atzer des linearen Anstiegsparameters b

Aus (10.42) sieht man, dasŝB eine Linearkombination der ZufallsavariablenYi

darstellt. Mit der aus den Messgleichungen (10.41) gewonnenen Beziehung�Y =
a + b�x + �� kann man den Sch•atzer weiter umformen zu

B̂ =
1

nsxx

nX

i =1

(x i � �x)[b(x i � �x) + ( � i � �� )]

=
1

nsxx

"

b
nX

i =1

(x i � �x)2 +
nX

i =1

(x i � �x)� i � ��
nX

i =1

(x i � �x)

#

und mit
P

i (x i � �x) = 0 sowie
P

i (x i � �x)2 = nsxx schlie�lich zu

B̂ = b+
1

nsxx

nX

i =1

(x i � �x)� i : (10.44)

Erwartungswert : WegenE(� i ) = 0 (Man beachte, dass diex i nur Zahlenwerte
sind!) gilt

E(B̂ ) = b; (10.45)
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der Sch•atzer f•ur den linearen Anstieg ist also erwartungstreu.13

Varianz : Mit der De�nition der Varianz und (10.44) ergibt sich

V(B̂ ) = E
�

(B̂ � b)2
�

= E

 
1

n2s2
xx

nX

i =1

X

j

(x i � �x)(x j � �x)� i � j

!

und mit E(� i � j ) = 0 f•ur i 6= j und E(� 2
i ) = � 2

� (vgl. Gl. (10.2)) schlie�lich

V(B̂ ) =
� 2

�

nsxx
: (10.46)

Sch•atzer des konstanten Regressionsparameters a

Das Vorgehen ist analog zu dem f•ur den linearen Anstiegsparameter: Man betra-
chtet die Yi in (10.35) als Zufallsvariable:

Â = �Y � B̂ �x

= a + b�x + �� � b�x �
1

nsxx

nX

i =1

(x i � �x)�x� i

und damit

Â = a +
1
n

nX

i =1

�
1 �

(x i � �x)�x
sxx

�
� i : (10.47)

Erwartungswert : WegenE(� i ) = 0 gilt

E(Â) = a: (10.48)

Der Sch•atzer f•ur den konstanten Parameter ist also ebenfalls erwartungstreu.

Varianz : Die Rechnung geht analog wie bei der Herleitung der Varianz des kalib-
rierten Anstiegsparameters: Mit (10.2) und (10.47) erh•altman

V(Â) = E((Â � a)2)

=
� 2

�

n2

nX

i =1

�
1 �

(x i � �x)�x
sxx

� 2

=
� 2

�

n2

�
n +

n�x2

sxx

�
;

13 Man beachte aber, dass diese und die folgenden Aussagen dieses Kapitels voraussetzen, dass das lineare
Modell den zu untersuchenden Sachverhalt korrekt beschreibt.
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(In der letzten Umformung wurde
P

i (x i � �x)�x = 0 verwendet) und damit

V(Â) =
� 2

�

n

�
1 +

�x2

sxx

�
: (10.49)

Kon�denzintervalle der linearen Regressionsfunktion sel bst

Mit (10.43), (10.47) und (10.44) erh•alt man f•ur die stochastische Regressionsfunk-
tion die Beziehung

Ŷ (x) = Â + B̂x = a + bx+
1
n

nX

i =1

�
1 +

(x i � �x)(x � �x)
sxx

�
� i

und damit
E

�
Ŷ (x)

�
= a + bx: (10.50)

Es ist also auch die gesamte Regressionsfunktion f•ur alle Werte vonx erwartungstreu.
Die Herleitung der Varianz (\Hyperbelformel" (10.40) geht analog wie die der Vari-
anzenV(Â) und V(B̂ ). Man muss nur immer beachten, dass sowohl die Messertex i

als auchx als Argument der Funktion Y(x) nichtstochastischeGr•o�en darstellen.

10.8. Nichtlineare univariate Modelle

Hier verl•auft die Regression genau wie in den Grundvorlesungen Statistik 1 und
Statistik 2 vorgestellt, auf die hier verwiesen wird. Prinzipiell kannman drei F•alle
unterscheiden:

ˆ Quasilineare Modelle : Hier ist die das •okonometrische Modell zwar nicht-
linear in der exogenen Variablen, aber linear in den koe�zienten, z.B.

ŷ(x) =
a
x

+ b+ c
p

x + dx + ex2:

Ableiten und Nullsetzen der Fehlerquadratsumme f•uhrt auf ein lineares Gle-
ichungssystem.

ˆ Nichtlineares, reduzierbare Modelle lassen sich durch Variablentrans-
formation der exogenen Variablen, der endogenen Variablen, oder beiden, in
ein lineares Modell •uberf•uhren, z.B.

ŷ(x) = aebx:
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ˆ Nichtlineare irreduzible Modelle , die sich nicht linearisieren lassen. Hier
hilft im Allgemeinen nur eine numerische L•osung des resultierenden nichtlin-
earen Gleichungssystems weiter. Eines der wichtigsten Beispiele sind Multinomial-
Logit-Modelle der Form

ŷk =
e�U (xk )

P

l
e�U (x l )

;

aber auch das univariate logistische Modell

ŷ(x) =
ys

1 + e� (x � x0 )
;

welches begrenztes Wachstum (anf•angliche Wachstumsrate� , S•attigungswert
ys) beschreibt.

229



10. Stetige •okonometrische Modelle

10.9. Verwendete Symbole

Y
Abh•angige bzw. erkl•arte Variable. Ohne Einschr•ankung der
Allgemeinheit wird nur eine Variable betrachtet.

xm ,
m = 1; : : : ; M Unabh•angige bzw. erkl•arende Variablen

yi , xmi ,
i = 1; : : : ; n

Wert der abh•angigen bzw. derm-ten unabh•angigen Variablen
bei deri -ten Messung bzw. demi-ten Element der Stichprobe.

� 0 Achsenabschnitt (engl.intercept)

� j ,
j = 1; : : : ; J

Lineare Anstiegsparameter

� Ein additiver i.i.d. Zufallsterm mit Erwartungswert 0 und der
Residualvarianz� 2

�

B Bestimmtheitsma�

n Zahl der Stichprobenelemente bzw. Messungen

� 2
� ; �̂ 2

� Residualvarianz und ihr Sch•atzer

sjm ; r jm
Elemente der deskriptiven KovarianzmatrixS bzw. der Kor-
relationsmatrix R zwischen den erkl•arenden Variablen

sjy
Deskriptive Kovarianz zwischen den erkl•arenden und der
erkl�arten Variable

T� j Test-Statistik f•ur den Sch•atzer �̂ j des Anstiegsparameters� j

� j 0 Nullhypothese f•ur den entsprechenden Test.

T(n) Student-t-Verteilung mit n \Freiheitsgraden"

t (n)
q q-Quantil der Student-t-Verteilung

� Fehlerwahrscheinlichkeit bei Kon�denzintervallen und statis-
tischen Tests
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A.1. Zu Abschnitt 9.2: \Quadratwurzelgesetz" im
Europaparlament

Vereinfacht geht die Abstimmung im Europaparlament zweistu�g vonstatten:

ˆ Die Vertreter jedes der 25 L•ander (EinwohnerzahlN i , i=1, . . . , 25) stimmen
mit \Nein" ( Yi = 0) oder \Ja" ( Yi = 1) ab; die letztendliche EntscheidungZ
im Parlament h•angt nach folgender Regel von den L•andergewichten wi und
dem QuorumR ab:

Z =

8
<

:
1(\Ja") falls

25P

i =1
wi Yi � R;

0(\Nein") sonst.

ˆ Die Vertreter selbst werden direkt (Referendum) oder indirekt (•uber die
Parteien) vom Volk gew•ahlt.

die Bef•urworter der \Quadratwurzelregel" schlagen folgende Formel f•ur die L•andergewichte
vor und behaupten, dass sie im statistischen Mittel f•ur gr•o�tm•ogliche Gleichheit
der Wahl-Ein
ussm•oglichkeiten (\Voting power") der einzelnen B•urger sorgt:

wi =

p
N i

25P

j =1

p
N j

:

Die \Voting Power" ist dabei gleich der Wahrscheinlichkeitdaf•ur, dass eine indi-
viduelle Stimme bei der Wahlentscheidung genau die entscheidende ist.
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Aufgabe zum Quadratwurzelgesetz

Pr•ufen Sie unter Verwendung von (9.8), den De�nitionen vonVerteilungs-
und Dichtefunktionen (siehe Statistik I) sowie dem Zentralen Grenzwertsatz
(Statistik II), ob die \Quadratwurzelregel" zu einer gleichen \Voting Power"
f•ur alle B•urger zumindest unter folgenden Annahmen f•uhrt:

ˆ Alle B•urger und alle L•ander entscheiden unabh•angig voneinander.

ˆ In jedem Land gibt es nur zwei relevante Parteien oder Koalitionen.

ˆ Die mittlere Zustimmungsquote in allen L•andern liegt bei 0.5.

ˆ Die Voting Power eines Landes (also die Wahrscheinlichkeitdaf•ur, dass
gerade die StimmeYi dieses Landes wahlentscheidend ist) w•achst pro-
portional mit dem L•andergewicht wi .

L•osung Die Stimme Yi des Landesi (mit den Werten 1 f•ur \Ja" und 0 f•ur
\Nein") h•angt nach der Aufgabenstellung (bei 100% Wahlbeteiligung) von der
ZustimmungsquoteYi der B•urger ab,

Yi =
1

N i

N iX

j =1

Yij ;

und damit letztendlich von jeder einzelnen StimmeYij der B•urger in diesem Land.
Bei zwei Parteien/Koalitionen (Mehrheitsentscheidung) ist der Erwartungswert
der Landes-Stimme gleich der Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass die Zustimmungsquote
oberhalb 50% liegt:

E(Yi ) = P(Yi > 0:5)

Die Voting PowerPij = E(Yi jYij = 1) � E(Yi jYij = 0) der Stimme Yij eines B•urgers
j bez•uglich der Landes-EntscheidungYi ist o�ensichtlich durch die •Anderung der
bedingten Wahrscheinlichkeiten gegeben:

Pij = P(Yi > 0:5jYij = 1) � P(Yi > 0:5jYij = 0) : (A.1)

Da die Stimmen der anderen B•urgerj 0 6= j nach Voraussetzung unabh•angig vonj
sind, kann man auch schreiben

Pij = P

 
1

N i

X

j 0

Yij 0 > 0:5 �
1

N i

!

� P

 
1

N i

X

j 0

Yij 0 > 0:5

!

:
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Mit der allgemeinen De�nition von Verteilungsfunktion (Vgl. Statistik-Vorlesung)
Fy(y) = P(Y � y) und ihrer Dichte f y(y) = dF (y)

dy erh•alt man

Pij = Fyi (0:5) � Fyi (0:5 � 1=Ni ) �
f yi (0:5)

N i
: (A.2)

Die ZustimmungsquoteYi der B•urger eines Landes und damit ihre Dichtefunk-
tion f yi (y) gehorchen der selben statistischen Verteilung wie die Anteilswerte in
Abschnitt 9.2.3, alsoE(Yi ) = � und V(Yi ) = � (1 � � )=Ni . Wegen der gro�en
Bev•olkerungszahl gilt auf jedem Fall der zentrale Grenzwertsatz, Yi ist also nor-
malverteilt mit Mittelwert � und Varianz � (1 � � )=Ni . Setzt man die Dichtefunk-
tion dieser Normalverteilung in Gl. (A.2) ein, erh•alt man

Pij =

s
1

2N i �� (1 � � )
e� N i (0 :5� � ) 2

2� (1 � � ) : (A.3)

Da nun nach Voraussetzung die Voting PowerQi = E(Z jYi = 1) � E(Z jYi = 0)
eines Landes bei der Europawahl proportional seiner Gewichtung wi ist, Qi =
�w i , gilt f•ur die Voting-Power Qij eines Einzelb•urgers bez•uglich der Europarat-
Entscheidung nach (A.1)

Qij = E(Z jYij = 1) � E(Z jYij = 0) = �w i Pij : (A.4)

Setzt man nun gem•a� Aufgabenstellung in allen L•andern denselben Mittelwert
� = 0:5 f•ur die Zustimmungsquote voraus, erh•alt man nach Einsetzen von (A.3)
in (A.4)

Qij = �w i

r
2

N i �
:

Damit haben in Europawahlen alle B•urger denselben Wert derVoting Power, falls

wi /
p

N i ;

womit der \Quadratwurzelvorschlag" begr•undet ist.
BemerkungW•ahrend das Ergebnis (A.3) von den Arbeit von Penrose und Banzha�

schon lange bekannt ist, wurde die Anwendung auf die Europawahl mit den zus•atzlichen
Annahmen (A.4) und � = 0:5 erst k•urzlich vorgestellt.1 Die Annahme (A.4) ist
durchaus nichttrivial und nur f•ur bestimmte Werte des Quorums (im konkreten
Fall R = 0:62) hinreichend gut erf•ullt.

1Zwei der vier Autoren der wichtigsten Arbeit zu diesem Thema s ind Polen.
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A.2. Zu Abschnitt 9: Optimale Aufteilung der Schichten einer
Stichprobe

O�ensichtlich kann man mit Entzerrungsfaktoren auch eine Stichprobe mit \falschen"
Anteilen der verschiedenen Klassen des Quotenmerkmals erwartungstreu sch•atzen.
Dies erm•oglicht es, eine Quoten-Stichprobe mit gezielt verzerrten Quoten zu ziehen
unter der Zielsetzung das die Varianz (9.21) des entzerrenden Erwartungswertsch•atzers
�̂ (E) minimal wird, vgl. Abb. 9.3. Konkret wird bei festem Stichprobenumfang
n =

P
k nk die Varianz (9.21) nur in Abh•angigkeit der festen wahren Anteile und

der einzelnen absoluten Stichprobenh•au�gkeitennk ausgedr•uckt (vgl. zweite Zeile
der Herleitung dieser Formel) und unter der Nebenbedingung eines festen Stich-
probenumfangs minimiert:

V(�̂ (E) ) = V(n1; n2; : : :) =
X

k

#2
k
� 2

k

nk

!= min
n1 ;n2 ;:::

;
X

k

nk = n: (A.5)

Dies geschieht mit dem sog. \Lagrange-Verfahren", bei der nicht die Funktion
selbst, sondern die Summe aus der Funktion und der mit sog. \Lagrange-Faktoren"
multiplizierten Nebenbedingungen gleich 0 gesetzt wird:

@V(n1; n2; : : :)
@nk

+ �
@

@nk

 
X

k0

nk0 � n

!
!= 0:

Dies f•uhrt zu
� #2

k � 2
k

n2
k

+ � = 0;

also ist f•ur alle k das Produkt #k � k=nk konstant, alsonk proportional zu #k � k Aus
der Nebenbedingung

P
k nk = n ergibt sich damit folgende \optimale" Schich-

tung, ausgedr•uckt als relativen Stichprobenh•au�gkeiten f k der Klassen des Schich-
tungsmerkmals:

f opt
k =

nopt
k

n
=

#k � kP

k0
#k0� k0

(A.6)

und nach Einsetzen in die Varianzformel die minimierte Varianz selbst:

V opt (�̂ (E) ) =
1
n

 
X

k

#k � k

! 2

: (A.7)
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Aufgabe: Studentenstadt

Berechnen Sie in dem bereits bei der Schichtung und Entzerrung ver-
wendeten Beispiel der \Studentenstadt" die optimale Schichtung bez•uglich
Studierende und Nichtstudierende und die bei einem Stichprobenumfang von
2 500 resultierende Varianz und Standardabweichung des Merkmals \MIV-
Bevorzugung".

L•osung:

nopt
1 = 843; nopt

2 = n � nopt
1 = 1 657

E1 = 1:186; E2 = 0:906; V(�̂ (E) ) = 6 :14� 10� 5;

und damit eine Standardabweichung von
p

V = 0:784%. Dies ist nur minimal
besser als die Entzerrung bei Zufallsauswahl. Allgemein liefert die \optimale
Schichtung" nur dann nennenswerte Vorteile, wenn die Varianzen innerhalb der
Schichten sich stark unterscheiden. Dann werden die Schichten mit vergleichsweise
gro�er Varianz •uberproportional ber•ucksichtigt.
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