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I'Zleinste-Quadrate (KQ)- Schatzung

12.1 Kleinste-Quadrate (KQ)- Schatzung

» Gegeben: lineares Modell der Form

yx) =Bz +e=7g(x)+e €~iid

welches alle GauB-Markow-Annahmen mit Ausnahme der gauBverteilten
Residualterme erfiillt

Gegeben sind ebenfalls n vollstandige Datensatze aller exogenen
Faktoren und der endogenen Variablen, welche die Datenspezifikation
erfiillen:

{pl = (I1'07...,Ii],yi)/, 1:1,,n}
Gesucht ist ein Parameterschatzer ﬁ welcher die Fehlerquadratsumme

zwischen den deterministischen Modellvoraussagen x}3 und der
beobachteten endogenen Variable y; beziiglich der Parameter minimiert:

B = arg ming S(B)

wobei

S(B)=€ce=(y—XPB) (y—X0).
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Bestimmung des KQ-Schatzers

S = (y—-XB) (y—-XP)

[Distributivitat »] = Yy — (XB)y —y'XB+ (X3)X3
[Transpositionsregeln —] = y/y — ,6"X ’y - y'Xﬁ + ,6"X'X B
[Transpositionsregeln —] = y/’y — QB/(X /y) + ﬁ/ (X /X) B

Ableiten nach 3 und Nullsetzen mit den Regeln %(ﬁ’a) = a und
%(/@/A,@) = (A +A’)3, wobei A = X’'X :

65(18)_ . / / i
58 =0-2X"y+2X'XB =0
X'XB = X'y |-(xXxX)!

B=(X'X)"X'y



dies KQ-Schatzers

12.2 Erwartungswert des KQ-Schatzers

» Einzige Zufallsquelle: Residualterm € gemaB y = X3+ ¢
» Beriicksichtige, dass der KQ-Schatzer linear in y ist:

B = (X'X)'x'y
= (X'X)'X'(XB+e€)
— B+ (X'X)"'X'e

Erwartungswert

E(B)=E(B)+ (X'X)'X'E(e) =8

Der KQ-Schatzer ist unverzerrt unter der milden Be-
dingung E(e) =0



IZQ—Sch’étzers

12.3 Varianz des KQ-Schatzers

» GauB-Markow Bedingungen — ¢ ~ i.i.dN(0,02) — 3 ist
normalverteilt ( )

> = komplette Verteilung ist vollstandigg definiert durch die
Varianz-Kovarianz-Matrix V 3

vy, & E(B-8)B-8))
fetze B— B+ (X'X) 'X/e ] = E ((x’x )~1X e ((x’X)—lx’e)’)
Matrixregeln —»] = E ((X'X)7'X ee/X (X'X) ™)

(X'X)"IX'E(ee)X (X'X)71
(X'X)IXo?2X (XX )71
[Def Matrixinverse —] = 0'62 (X X )_1

[E(.) wirkt nur auf € —]

[GauB-Markow —]

Die Varianz-Kovarianz-Matrix hangt nur von den exogenen Daten ab!



Ergebnisse

KQ-Schatzer:
B=(X'X)"'Xy

Falls € ~ i.i.d. = Varianz-Kovarianz-Matrix der Schatzfehler kann als
Hesse-Matrix H der Fehlerquadratsumme S(3) geschrieben werden:

Vo = E(B-B)B-8)) =0 (X'X)" =20°H ",
Hj, = ag—ggkﬁ:ﬁ=2(x'x)jk

Varianz der Schatzfehler: V(BJ)

Vij

Korrelation der Schatzfehler: Corr(ﬁj,ﬂk) = ik
V'ViiVier

Die normalisierten Schatzfehler sind standardnormalverteilt:

Bi—B;
BizBi  N(0,1
V 7.7 ( )
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Schatzung der Residualvarianz

Residualvarianz o2 ist nicht bekannt = muss ebenfalls geschatzt
werden!

. 1 ) S(B)
2 _ P )2 —
? _n—J—lzi:(yl §l@:)) n—J-—1
/ — X\)-1x’ Summe
bzw 5’2 = y (1 X(X X) X )y —> quadrierter
n—J-1 Normalverteilungen

= geschatzte Fehlerstatistik ( “nicht einmal der Fehler ist genau bekannt”):

» Schatzung der Varianze-Kovarianz-Matrix:
7 ~2pg —1 ~2 =1
Vp=20"H " =¢ (X'X)

» Die normalisierten geschatzten Fehler sind student-t verteilt:

Bi B 1)

Vi



Density f

Dichtefunktionen der Student-t Verteilungen vs.
Standardnormalverteilung
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Verteilungsfunktionen der Student-t Verteilungen vs.
Standardnormalverteilung
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Exogenous Variable xp

Endogenous Variable y
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Beispiel korrelierter Schatzfehler: die bekannte

Hotelbuchungsaufgabe
T e
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Endogenous Variable y

Hotelbuchungen aus VL 11:
y = Po+ Przr1 + Bax2 + €

Exogene Faktoren: zg = 1, x1:
Qualitats-Proxy [# stars]; z2: Preis
[€/Nacht].

Endogene Variable: Buchungsrate [%]

Nachfrage positiv mit Qualitatsproxy und
Preis korreliert
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Endogenous Variable y

120

100

20

Residualfehler bei KQ-Fit der Parameter

STmple Regression (Xp) =
Yest(Xy=1star, xp)
Yest(X1=2 stars, X,)

)
)

~ Yest(X1=3 stars, xo

Yest(X(=4 stars, X,

20 40 60 80 100
Exogenous Variable xo

120



IZQ—Sch’étzers

Abweichung vom Fit I: kleiner Effekt, falls 3,
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Abweichung vom Fit Il: kleiner Effekt, falls 3, und 3,
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Abweichung vom Fit Ill: GroBer Effekt bei positiven
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Abweichungen von 3, und 3,

B4 and B, shifted by AB, andAB,, respectively
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Abweichung vom Fit IV: GroBer Effekt bei negativen
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Ergebnis: negative Korrelation
zwischen den Schatzfehlern von 3, und 3,

Denslty hat(f) (hat(B);, hat(B),) | B4=38.21, B,=-0.95
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Spezialfall 1: Mittelwertschitzung (keine exogenen Faktoren)

» Model: y=0p+e:=pn+c¢
» System matrix: X = (1,1,...,1)’
» KQ estimator:

_ 1
(X/X) lzﬁv lezzyi:ng,

2

P/
Voo = %

> Variance: Voo = V(1) = 02 (X'X) ™" =

2
e
n '

> Distribution of the estimator (if ¢ ~ i.i.dN(u,0?))

Bo—Bo _ Y—p
= = Vn~ N(0,1),
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Spezialfall 2: Lineare Einfachregression
» Model (with z1 = z): y =By + 1z + €

» System matrix:

1.%‘1

_ . . / . n nx

1 z,

> KQ estimator (with s2 = 1/n(>" 2? — n)):

—1 1 X} —T ny
(X/X) :7”LS2< fj 1 >’ X/ (szyz

L (E () S s
! ns2’ ns2 > @iy a2 —nz s2 7




IZQ—Sch’étzers

Simple linear regression (ctnd)

» Variance-covariance matrix (assuming w/o loss of generality

z=0):
0

» Variance of the estimator g(x) (z is deterministic):

O3

V(3) =0 (X'X) " =q? (

[\

2
V(i) = V(B0 + frr) = Voo + 22V + 20V = 2 (1 N x)

n
» Distribution of the estimator for y(x):
j(@) ~ N(y(@),V(i(2)))

If 02 has to be estimated by 62, the normalized estimators for
Bo, B1 and y(z) are ~ T'(n — 2).
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Probability density for ¢(x) for simple linear regression
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» If the GauB-Markov assumptions apply, the model estimation
errors gy(x) — y(x) are Gaussian distributed

> The expectation and variance depends on x; the standard error is
hyperbola-shaped.



Konfidenzintervalle der Parameterwerte

12.4 Konfidenzintervalle der Parameterwerte:
Herkunft der 1 Student-t Verteilung

A
2c

B :
- [
1
Sample 1 — @ :
Sample 2 H @ | ! =)
. ® ; Ps .
I —— e !
| 1 T @
s | &
‘ 1
Sample 8 f } ®
f(©) :
3 -~
f(p) | normal distribution
J:‘\ t distribution
1
A
> B : \Q‘# t
-1 / 0 1 deviation
estimated in multiples
density f standard dev. of the estimated
standard error
Sample 1 - S N
Chi ~distribution B
A A



Density f

Konfidenzintervalle der Parameterwerte

Dichtefunktionen der Student-t Verteilungen vs.
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Konfidenzintervalle der Parameterwerte

Verteilungsfunktionen der Student-t Verteilungen vs.
Standardnormalverteilung
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Konfidenzintervalle (KI)

C|(ﬂc;) :,Bj (S [B] —A,Bj,éj +ABj] ,

» t1_q/2: Quantil (Inverse der Verteilungsfunktion)

» “Unschéarferelation der KI: Eine scharfere Aussage (ein kleineres Kil)

A~

ABj =t

impliziert groBere (a-) Fehler und umgekehrt”

Distribution Student (3)
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Konfidenzintervalle der Parameterwerte

Hotelbeispiel:

Density f

R. - Fatimatar
Confidence Interval (B4) for 0=0.05

Distribution Function F

KI fir die Wertschatzung der
Qualitat bzw Sternezahl 3,

Confidence Interval (+) for 0=0.05

Modell: y(x) =>_; Bjz; + €

Faktoren:
xo =1, x1: #stars, xo: price

Konfidenzintervall ClI:
Bue [B— a8, 61 + AR
ABla) - tgn a?})g V(Bl)
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