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Verkehrsökonometrie für Ba
helor-

Studierende

Sommersemester 2024, Lösungsvors
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Lösungsvors
hlag zu Aufgabe 13.1: ÖPNV-Nutzungshäu�gkeit � Bivariate

lineare Regression

Das bivariate lineare Modell lautet

ŷ(x1, x2) = β0 + β1x1 + β2x2. (1)

Die exogenen Variablen sind x1 (Fahrpreis pro Fahrt in e) und x2 (e�ektive Ges
hwindigkeit

in km/h). Die endogene Variable y (bzw. der S
hätzer ŷ für die lineare Regressionsfunktion)

bes
hreibt die Nutzungshäu�gkeit des ÖPNV (Fahrten pro Jahr). Es liegen Realisierungen aus

n = 5 Städten vor.

(a) Die Minimierung des mittleren quadratis
hen Fehlers (�least square�, LQ) des bivariaten

Modells führt auf das lineare Glei
hungssystem

(

s11 s12
s21 s22

)(

β1
β2

)

=

(

s1y
s2y

)

(2)

mit der allgemeinen Lösung

β̂1 =
s22s1y − s12s2y

detS
, (3)

β̂2 =
s11s2y − s21s1y

detS
. (4)

Die Matrixelemente der Varianz-Kovarianz-Matrix der exogenen Variablen lauten (ggf. den

Vers
hiebungssatz nutzen, wie in der ersten Zeile gezeigt):

s11 =
1

n

5
∑

i=1

(x1i − x̄1)
2 =

1

n

5
∑

i=1

(

x2
1i − x̄2

1

)

= 0.416 , (5)

s22 =
1

n

5
∑

i=1

(x2i − x̄2)
2 = 14.0 , (6)

s12 = s21 =
1

n

5
∑

i=1

(x1i − x̄1) (x2i − x̄2) = 1.60 . (7)

www.mtreiber.de/Vkoek_Ba Verkehrsökonometrie SS 2024 Lösungen zu Übung 13, Seite 1



Fakultät Verkehrswissens
haften �Friedri
h List� Professur für Ökonometrie und Statistik, insbes. im Verkehrswesen

Die eingehenden Mittelwerte sind

x̄1 =
1

n

∑

i

x1i = 2.40e (8)

x̄2 =
1

n

∑

i

x2i = 24 km/h . (9)

Das Matrixelement s21 erhält man dur
h Vertaus
hen der beiden Faktoren, so dass s12 = s21
ist.

Der Kovarianzvektor der abhängigen Variable y mit den unabhängigen Variablen x1 und

x2 lautet

s1y =
1

n

5
∑

i=1

(x1i − x̄1) (yi − ȳ) = −13.2 , (10)

s2y =
1

n

5
∑

i=1

(x2i − x̄2) (yi − ȳ) = 0.00 , (11)

mit x̄1 = 2.40 und x̄2 = 24 von oben und

ȳ =
1

n

n=5
∑

i=1

yi = 200Fahrten/Jahr . (12)

(b) Die Anstiegsparameter β1 und β2 ergeben si
h aus der Lösung (3) und (4) des linearen

Glei
hungssystems (2).

Die Determinante der 2× 2-Matrix ist

detS = s11s22 − s12s21 = 3.264 . (13)

Damit ergeben si
h die linearen Anstiegsparameter zu

β̂1 =
14 · (−13.2) − 1.6 · 0

3.264
= −56.62 , (14)

β̂2 =
0.416 · 0− 1.6 · (−13.2)

3.264
= 6.471 . (15)

Ein Anstieg um 1e im Preis führt also zu ≈ 56.6 Fahrten pro Jahr weniger. Eine Ges
hwin-

digkeitserhöhung führt hingegen zu ≈ 6.5 Fahrten mehr.

Eine Preiserhöhung um 1e würde also im Mittel zu einer relativen Verringerung der

Jahresfahrten um den Faktor

ȳ−56.6
ȳ = 0.72 führen. Dies entspri
ht einem Rü
kgang um

1− 0.72 = 0.28 bzw. 28%.

Um den Verlust an Fahrten aus 1e Preiserhöhung auszuglei
hen, müÿte die Ges
hwindig-

keit um

− β̂1

β̂2
= 8.75 km/h (16)
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zunehmen.

Die Elastizitäten ǫ1 und ǫ2 sind de�niert als

ǫ1/2 =
relative Änderung von y

relative Änderung von x1 bzw. x2

im Grenzfall sehr kleiner Änderungen. Sie werden am Punkt (x̄1, x̄2, ȳ) ausgewertet, so dass
es si
h um �Punktelastizitäten� handelt:

ǫ1 =
x̄1

ȳ

∂ŷ

∂x1
, ǫ2 =

x̄2

ȳ

∂ŷ

∂x2
. (17)

Diese Elastizitäten sind per De�nition einheitenlos, was, in Anbetra
ht der komplexen

Einheiten der ni
htskalierten Sensitivitäten, z.B.

[β1] =
Fahrten

2

Euro Jahr

sehr vorteilhaft und verglei
hsweise ans
hauli
h ist. Die Ableitungen des linearen Mo-

dells (1) sind die Anstiegsparameter βi, so dass si
h ergibt:

ǫ1 =
x̄1

ȳ
β̂1 =

2.40

200
· (−56.6) = −0.68 , (18)

ǫ2 =
x̄2

ȳ
β̂2 =

24.0

200
· 6.47 = 0.78 . (19)

Da in beiden Fällen |ǫ| < 1 ist, ändert si
h y relativ weniger stark als die xi (au
h: �unter-

proportional� oder �y ist elastis
h�).

Näherungsweise ergibt eine Erhöhung der Ti
ketkosten um 1% eine Abnahme der Fahrten

um 0.68%, wohingegen eine 1%ige Erhöhung der mittleren Ges
hwindigkeit zu 0.78% mehr

Fahrten führt.

Wenn man die Ges
hwindigkeit in eine Zeit umre
hnet, kann man auf einen �Zeit-Geld-

Umre
hnungsfaktor� s
hlieÿen. Aus β̂1dx1 + β̂2dx2 = 0 ergibt si
h

dx1

dx2
= − β̂2

β̂1
= 0.114

e

km/h

. (20)

Angenommen wird nun, dass eine Erhöhung der Ges
hwindigkeit um 1 km/h einer Zeiter-

sparnis von 1min entspri
ht. Damit bekommt man den �Zeit-ist-Geld-Faktor�

0.114
e

min

= 6.86
e

h

. (21)

(
) Die univariaten Modelle lauten

v̂(x1) = β̂∗

0
+ β̂∗

1
x1 , (22)

ŵ(x2) = β̂′

0 + β̂′

2x2 . (23)
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Die Anstiegsparameter ergeben si
h aus (vgl. Statistik II)

β̂∗

1
=

s1y

s11
bzw. β̂′

2
=

s2y

s22
, (24)

mit den Zahlenwerten

β̂∗

1
=

−13.2

0.416
= −31.7 , (25)

β̂′

2 =
0.0

14.0
= 0.0 . (26)
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Die Anstiegs- bzw. Abfallrate für den Preis ist ≈ nur halb so groÿ wie im bivariaten Mo-

dell. Weiterhin zeigt das univariate Modell quasi keinerlei Abhängigkeit von der mittleren

Ges
hwindigkeit. Konsequenterweise sind nun die Preis- und Zeitelastizitäten

ǫ∗1 = −0.35, ǫ̃2 = 0

statt ǫ1 = −0.68 und ǫ2 = 0.78.

O�ensi
htli
h entspri
ht im Modell (23) die dur
h β̂′

2
= 0 bes
hriebene fehlende statisti-

s
he Abhängigkeit der Nutzungshäu�gkeit von der Ges
hwindigkeit ni
ht den tatsä
hli
hen

Begebenheiten. Dies ist dur
h die zwei folgenden Tatsa
hen zu erklären:

� Ein weiterer relevanter Ein�ussfaktor (hier der Fahrpreis) wird ni
ht berü
ksi
htigt.

� Es gibt eine lineare Abhängigkeit der berü
ksi
htigten und der ni
htberü
ksi
htigten

Variablen, wel
he dur
h die positive Kovarianz s12 bzw. den positiven Korrelationsko-

e�zienten

ρ12 =
s12√
s11s22

= 0.66 (27)

bes
hrieben wird.

Beide Tatsa
hen sind notwendig: Hätten die unabhängigen Variablen keine Korrelation,

enthielte man dur
h Modell (23) zwar keine Information über die Fahrpreisabhängigkeit,

die Ges
hwindigkeitsabhängigkeit würde aber korrekt wiedergegeben. Wäre andererseits der

Fahrpreis irrelevant, würde au
h eine Korrelation ni
ht stören. Hier jedo
h kompensieren die
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tendenziell bei besseren ÖV-Systemen teureren Fahrpreise gerade die höhere Attraktivität

und man erhält eine fals
he Aussage!

Diese Fehlerquelle gilt allgemein, da bessere Produkte im Allgemeinen teurer sind. Es ist

deshalb wi
htig, mögli
hst alle relevanten Ein�ussfaktoren (unabhängige Variablen) zu er-

fassen.

Ansonsten ist das Problem �fehlspezi�ziert�. Allgemein liegt eine Fehlspezi�kation vor,

wenn:

(1) eine wesentli
he erklärende Variable ni
ht berü
ksi
htigt wurde (wie hier),

(2) eine 100%ig mit anderen Variablen oder Linearkombinationen davon korrelierte erklä-

rende Variable mitgeführt wird oder

(3) eine irrelevante erklärende Variable mitgeführt wird.

Der letztere Fall ist verglei
hsweise harmlos. Der entspre
hende Anstiegsparameter ist dann

ni
ht signi�kant von null vers
hieden. Der zweite Fall führt zu viel gröÿeren Streubreiten,

aber zu keiner systematis
hen Verfäls
hung des Mittelwertes. Fall (1) hingegen kann genau

dies bewirken, wie diese Aufgabe zeigte. Er ist deshalb die gefährli
hste Art der Fehlspezi-

�kation.
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Zur Information bzw. Ausbli
k Master-VL �Methoden Ökonometrie�

Fehlergrenzen des korrekt spezi�zierten Modells mit zwei exogenen Variablen
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