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Losungsvorschlag zu Aufgabe 13.1: OPNV-Nutzungshiufigkeit — Bivariate
lineare Regression

Das bivariate lineare Modell lautet
U(x1,22) = Bo + frz1 + Poxa. (1)

Die exogenen Variablen sind 7 (Fahrpreis pro Fahrt in €) und x5 (effektive Geschwindigkeit
in km/h). Die endogene Variable y (bzw. der Schéitzer g fiir die lineare Regressionsfunktion)
beschreibt die Nutzungshiufigkeit des OPNV (Fahrten pro Jahr). Es liegen Realisierungen aus
n = 5 Stadten vor.

(a) Die Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers (‘least square”, LQ) des bivariaten
Modells fithrt auf das lineare Gleichungssystem

() (m)=(w) @

mit der allgemeinen Losung

- 52281y — 51252y

_ ly — 21292y 3
i det S ’ (3)
5 81182y — S2151y

— 102y CalCly 4
B2 det S )

Die Matrixelemente der Varianz-Kovarianz-Matrix der exogenen Variablen lauten (ggf. den
Verschiebungssatz nutzen, wie in der ersten Zeile gezeigt):

1 1
suo= Z (v1; — 71)° = - Z (z3; — 77) = 0416, (5)
=1 =1
1 5
s2 = Z (w9; — T2)” = 14.0, (6)
i=1
1 5
S12 = 891 = 52(1'11'—@1) (1‘21'—@2) =1.60. (7)
=1
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Die eingehenden Mittelwerte sind
1
o= - le =2.40€ (8)
1
1
(2

Das Matrixelement soq erhélt man durch Vertauschen der beiden Faktoren, so dass s1o = s91
ist.

Der Kovarianzvektor der abhéngigen Variable y mit den unabhéngigen Variablen z; und
To lautet

5
1
sy = > (wn—31) (yi —§) = =132, (10)
=1
1 5
Soy = E Z (.%'22‘ — i‘g) (y, — g) = 0.00, (11)
=1

mit T1 = 2.40 und Ty = 24 von oben und

5
y; = 200 Fahrten/Jahr . (12)
1

n

N
I
A

<.
Il

Die Anstiegsparameter 31 und [, ergeben sich aus der Losung ([B) und () des linearen
Gleichungssystems (2I).

Die Determinante der 2 x 2-Matrix ist
det S = 511892 — S12821 = 3.264. (13)

Damit ergeben sich die linearen Anstiegsparameter zu

A 14-(-132) —=1.6-0

= = —56.62 14
A 0.416-0—1.6- (—13.2)

= = 6.471 . 1
B2 3264 6.471 (15)

Ein Anstieg um 1€ im Preis fithrt also zu ~ 56.6 Fahrten pro Jahr weniger. Eine Geschwin-
digkeitserh6hung fithrt hingegen zu ~ 6.5 Fahrten mehr.

Eine Preiserh6hung um 1€ wiirde also im Mittel zu einer relativen Verringerung der
Jahresfahrten um den Faktor =206 — (.72 fiihren. Dies entspricht einem Riickgang um
1—0.72 = 0.28 bzw. 28%.

Um den Verlust an Fahrten aus 1€ Preiserhéhung auszugleichen, miifte die Geschwindig-
keit um .
el

— — =8.75km/h (16)
o
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zunehmen.

Die Elastizititen €; und ey sind definiert als

relative Anderung von y

€1/90 = =
1/2 relative Anderung von z; bzw. zo

im Grenzfall sehr kleiner Anderungen. Sie werden am Punkt (%1, Z2, §) ausgewertet, so dass

es sich um “Punktelastizitdten” handelt:

€ = jlﬁ @ﬁ (17)

i s € = — .
y Oz 27 g O
Diese Elastizititen sind per Definition einheitenlos, was, in Anbetracht der komplexen
Einheiten der nichtskalierten Sensitivitéiten, z.B.

Fahrten?

[51] = Euro Jahr

sehr vorteilhaft und vergleichsweise anschaulich ist. Die Ableitungen des linearen Mo-
dells (1)) sind die Anstiegsparameter [3;, so dass sich ergibt:

Ty 2.40
T 24.0
= —fy=——-647=0.78. 19
€2 7 B2 500 0.78 (19)

Da in beiden Fillen |e| < 1 ist, &ndert sich y relativ weniger stark als die x; (auch: “unter-
proportional” oder “y ist elastisch”).

Naherungsweise ergibt eine Erhohung der Ticketkosten um 1% eine Abnahme der Fahrten
um 0.68%, wohingegen eine 1%ige Erhohung der mittleren Geschwindigkeit zu 0.78% mehr
Fahrten fiihrt.

Wenn man die Geschwindigkeit in eine Zeit umrechnet, kann man auf einen “Zeit-Geld-
Umrechnungsfaktor” schliefen. Aus S1dz1 + B2dze = 0 ergibt sich

dxy Ba €
2 14— 2
dzo By 0 km/h (20)

Angenommen wird nun, dass eine Erhohung der Geschwindigkeit um 1km/h einer Zeiter-
sparnis von 1min entspricht. Damit bekommt man den “Zeit-ist-Geld-Faktor”

€ €
114—— =6.86 —. 21
0 min 086 h (21)
(c¢) Die univariaten Modelle lauten
b(z1) = By + Bimn, (22)
w(x2) = By + Bywa - (23)
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Die Anstiegsparameter ergeben sich aus (vgl. Statistik II)

A S1 A 52
* Y !/ Y
fi=— baw. [y=—, (24)
S11 522
mit den Zahlenwerten
N —13.2
Br = =2 — 317, (25)
0.416 ——
A 0.0
/
B, = — =00. 26
2 140 == (26)
T ) Dat.en‘ ° = ‘ Da!én °
S 240 e Lin. Regression < 240 ¢ Li%. Regression
g8 g8
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Die Anstiegs- bzw. Abfallrate fiir den Preis ist ~ nur halb so grof wie im bivariaten Mo-
dell. Weiterhin zeigt das univariate Modell quasi keinerlei Abhéngigkeit von der mittleren
Geschwindigkeit. Konsequenterweise sind nun die Preis- und Zeitelastizititen

€f=-035 &=0

statt €1 = —0.68 und e = 0.78.

Offensichtlich entspricht im Modell (23) die durch 3, = 0 beschriebene fehlende statisti-
sche Abhéngigkeit der Nutzungshiufigkeit von der Geschwindigkeit nicht den tatséchlichen
Begebenheiten. Dies ist durch die zwei folgenden Tatsachen zu erklédren:

e Ein weiterer relevanter Einflussfaktor (hier der Fahrpreis) wird nicht beriicksichtigt.

e Es gibt eine lineare Abhéngigkeit der beriicksichtigten und der nichtberiicksichtigten
Variablen, welche durch die positive Kovarianz s15 bzw. den positiven Korrelationsko-

effizienten
S12

= —— =10.66 27
pr2 V811522 27)

beschrieben wird.

Beide Tatsachen sind notwendig: Hatten die unabhéngigen Variablen keine Korrelation,
enthielte man durch Modell (23) zwar keine Information iiber die Fahrpreisabhingigkeit,
die Geschwindigkeitsabhéngigkeit wiirde aber korrekt wiedergegeben. Wire andererseits der
Fahrpreis irrelevant, wiirde auch eine Korrelation nicht stéren. Hier jedoch kompensieren die
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tendenziell bei besseren OV-Systemen teureren Fahrpreise gerade die hohere Attraktivitit
und man erhélt eine falsche Aussage!

Diese Fehlerquelle gilt allgemein, da bessere Produkte im Allgemeinen teurer sind. Es ist
deshalb wichtig, moglichst alle relevanten Einflussfaktoren (unabhéngige Variablen) zu er-
fassen.

Ansonsten ist das Problem ,fehlspezifiziert®. Allgemein liegt eine Fehlspezifikation vor,
wenn:

(1) eine wesentliche erklédrende Variable nicht berticksichtigt wurde (wie hier),

(2) eine 100%ig mit anderen Variablen oder Linearkombinationen davon korrelierte erkla-
rende Variable mitgefiihrt wird oder

(3) eine irrelevante erklidrende Variable mitgefiihrt wird.

Der letztere Fall ist vergleichsweise harmlos. Der entsprechende Anstiegsparameter ist dann
nicht signifikant von null verschieden. Der zweite Fall fithrt zu viel grofseren Streubreiten,
aber zu keiner systematischen Verfilschung des Mittelwertes. Fall (1) hingegen kann genau
dies bewirken, wie diese Aufgabe zeigte. Er ist deshalb die gefdhrlichste Art der Fehlspezi-
fikation.
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Zur Information bzw. Ausblick Master-VL “Methoden Okonometrie”

Fehlergrenzen des korrekt spezifizierten Modells mit zwei exogenen Variablen

2d-Dichte hat Bj unter Hy: o und Bj wie gemessen
T T 0.012

0.01

0.008

0.006

hat [32

- 1 0.004

- 4 0.002
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