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Lösungsvors
hlag zu Aufgabe 12.1: Verkehrsökonometris
hes

Ver�e
htungsmodell (Input-Output-Modell)

Allgemeines

Das Verkehrsökonometris
he Ver�e
htungsmodell (bzw. Input-Output-Modell) stellt die Liefer-

ströme von Gütern und Leistungen als Ströme von Bran
he zu Bran
he dar. Es geht von der

Gliederung der Volkswirts
haft in n produzierende Sektoren i und einem Endverbrau
hssek-

tor aus (Vgl. Ri
hter, Verkehrsökonometrie). Betra
htet man nur einen Teil der Ver�e
htung,

werden alle ni
htbetra
hteten Sektoren zum Endverbrau
her gezählt. Nimmt man

(i) Stationarität bzw. Flieÿglei
hgewi
ht an (evtl. Lagerbestände werden weder aufgesto
kt

no
h abgebaut)

(ii) Linearität sn (keine Skalene�ekte dur
h Massenproduktion),

dann lautet das Modell

xi = yi +
n
∑

j=1

xij = yi +
n
∑

j=1

Aijxj . (1)

Hierbei bedeuten:

� xi der Gesamtausstoÿ an Produkten oder Leistungen im Sektor i in mit den anderen

Sektoren kommensurablen Einheiten (im Allgemeinen Geldeinheiten),

� xij die Menge an Produkten oder Dienstleistungen des Sektors i, wel
he für Sektor j
benötigt wird,

� yi die direkt von Sektor i an den Endverbrau
her gehenden Produkte oder Leistungen,

� Aij die Elemente der Koe�zientenmatrix des direkten Aufwandes.

Die Na
hfragen yi sind die exogenen Variablen, die Gesamtproduktionen xi sind die endoge-

nen Variablen und die Modellparameter sind gegeben dur
h Aij .

Um na
h den endogenen Variable ~x = (x1, x2, . . . , xn) (in einem Modell mit n Sektoren)

aufzulösen, s
hreiben wir (1) in Vektornotation:

~x = A~x+ ~y. (2)
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Mit der Multiplikation der Einheitsmatrix 1 auf beiden Seiten, kann man die �Vorfaktoren�

(Matrizen) der ~x zusammenfassen zu

(1−A) ~x = ~y. (3)

Dur
h das Multiplizieren der inversen Matrix (1−A)−1
bekommt man s
hlieÿli
h

~x = (1−A)−1~y . (4)

Die Matrix B = (1−A)−1
heisst au
h Matrix des vollen Aufwands (s.u.).

Lösungsvors
hläge

(a) Koe�zienten xij des Güter- und Leistungsstroms von Sektor i na
h j mit i, j = 1 Energie-

sektor und i, j = 2 Mas
hinenbau:

Energie Mas
hine

Energie 50 kWh bzw. e 12.50 50 kWh bzw. e 12.50

Mas
hine e 10 e 10

Diese Zahlenwerte ergeben si
h wie folgt:

� Eigenbedarf Sektor 1: x11 = 500 kWh · 0.1 = 50 kWh; 50 kWH · e 0.25/kWh = e 12.50

� Eigenbedarf Sektor 2: x22 = e 200 · 0.05 = e 10

� Bedarf von Sektor 1 an Produkten aus Sektor 2: x21 =
1750 EUR

87600 kWh
· 500 kWh = e 10

� Bedarf von Sektor 2 an Produkten aus Sektor 1: x12 =
1

4

kWh

e
∗ 200e = 50kWh bzw.

e 12.50

(b) Ausstoÿ an Strom bzw. Mas
hinenwert an den Endverbrau
her yi:

xi = yi +
n
∑

j=1

xij . (5)

Der Gesamtausstoÿ xi ist gegeben

� für den Sektor 1 dur
h x1 = 500 kWh bzw. x1 = e 125

� und den Sektor 2 dur
h x2 = e 200.

Damit bere
hnet si
h die Abgabe an den Endverbrau
her:

� Für Energie:

y1 = x1 − x11 − x12 = 500 - 50 - 50 = 400 kWh bzw. e 100

� Für Mas
hinensektor:

y2 = x2 − x21 − x22 = 200 - 10 - 10 = e 180
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(
) Koe�zienten des direkten Aufwandes aij sind gegeben dur
h

aij =
xij
xj

(6)

Matrix des direkten Aufwandes A ist daher:

A = (aij) =

(

12.50
125

12.50
200

10

125

10

200

)

=

(

0.1000 0.0625
0.0800 0.0500

)

(7)

Die Matrix des vollen Aufwandes B ist de�niert dur
h B = (1 − A)−1
mit der Einheits-

matrix 1. Zunä
hst bere
hnen wir

1−A =

(

1− 0.1 0− 0.0625
0− 0.08 1− 0.05

)

=

(

0.9 −0.0625
−0.08 0.95

)

. (8)

Das Inverse einer 2× 2-Matrix mit den Elementen Mij ist gegeben dur
h

M
−1 =

1

detM

(

M22 −M12

−M21 M11

)

und die Determinante der 2× 2-Matrix ist

detM = m11m22 −m12m21, (9)

so dass

det (1−A) = 0.85 (10)

ist. Damit ergibt si
h die Matrix des vollen Aufwandes B zu

B = (1−A)−1 =

(

1.118 0.0735
0.0941 1.059

)

(11)

(d) 11% mehr Na
hfrage na
h Mas
hinen bedeutet, bei einer bisherigen Na
hfrage im Bezugs-

zeitraum von 180e, eine Änderung des Na
hfragevektors in e gemäÿ

∆~y =

(

0
0.11 ∗ 180

)

=

(

0
19.8

)

.

Aufgrund der Linearität des Modells gilt die De�nitionsglei
hung ~x = B · ~y au
h getrennt

für die Änderungen. Damit ergibt si
h die Änderung des Produktionsvektors zu

∆~x =

(

1.118 0.0735
0.0941 1.059

)

·

(

0
19.8

)

=

(

1.46
20.96

)

.

Für 19.80 Euro mehr Ausstoÿ an Mas
hinen an den Endverbrau
her/sonstige Sektoren müs-

sen aufgrund der we
hselseitigen Beziehungen für 20.96e mehr Mas
hinen sowie zusätzli
h

für 1.46e mehr Energie produziert werden.

Dies ergibt (vgl. Teil (
))
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� einen Zuwa
hs von ∆x1/x1=1.46/125=1.17% an Energieausstoÿ,

� und einen Umsatzzuwa
hs von ∆x2/x2=20.96/200=10.48% im Mas
hinenbausektor.

Obwohl die externe Na
hfrage na
h Energie ni
ht steigt, erhöht si
h die insgesamt angefor-

derte Energiemenge aufgrund der Verkettungse�ekte um mehr als 1%. Die externe Na
h-

frage na
h Mas
hinen wirkt si
h hingegen etwas unterproportional auf den Gesamtumsatz

aus, da die Verkettungse�ekte der Mas
hinene-Na
hfrage nur gering steigen (ebenfalls in

der Gröÿenordnung des Energiezuwa
hses von 1%) und die Energieproduktion ja beide

Na
hfragesegmente enthält.
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