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Methoden Verkehrsokonometrie fiir Master-
Studierende

Winter semester 2021/22, Solutions to Tutorial No. 8

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.1: Elastizitdten

(a) Exogene Variable: Zugangszeiten T,; und Kosten K,;. Beides sind Charakteristika, da
sie von den Alternativen (Flughéfen) ¢ abhéngen. Sie werden generisch formuliert, also
gleiche Zeit- und Kostensensitivitédten fiir alle Flughé&fen.

(b) =

€ -

Der
der

pi: Globaler Bonus Berlin gegeniiber der Referenz Dresden in NE. Der geringfii-
gig positive Wert 51 = 0.195 der Schétzung bedeutet, dass bei gleichem Preis und
gleicher Zugangszeit Berlin gegeniiber Dresden um 0.195 NE bevorzugt wird.

Ba: Globaler Bonus Frankfurt gegentiber der Referenz Dresden in NE. Hier ist die
Bevorzugung bei gleicher Anreisezeit und gleichen Kosten 0.581 NE, was ebenfalls
plausibel ist: Schlieflich ist Frankfurt Knotenpunktsflughafen (“Hub”) und bei den
Fliigen konnte es sich um Anschlussfliige handeln. Diese Eigenschaft (“Hub” oder
nicht) wurde jedoch nicht explizit beriicksichtigt.

B3: Zeitsensitivitit. Der negative Wert 33 = —0.0130 ist konsistent mit der Tatsache,
das ein erhohter Zeitbedarf ein Nachteil ist. Der Zahlenwert (nur 0.013 NE pro Minu-
ten) erscheint sehr gering. Schlieflich entsprechen dann erst 1/ Bg = 77 Minuten einer
Nutzeneinheit. Dies liegt aber daran, dass die Wege insgesamt léanger als beim in-
nerstidtischen OV sind und die Nutzenunschiirfe generell eher relativer (in Prozent)
als absoluter Natur (in Minuten) ist.

B4: Geldsensitivitdt. Der negative Wert Bg = —0.0244 ist konsistent mit der Tatsache,
das erhohte Kosten einen Nachteil darstellen.

AC Berlin-Dresden in min: —f;/83 = 15.0

AC Berlin-Dresden in Euro: —/ /84 = 7.98

AC Frankfurt-Dresden in min: —f5/83 = 44.7

AC Frankfurt-Dresden in Euro: —(5/84 = 23.80

Zeitwert in Euro/h: 6083/84 = 32 Euro/h

Nutzeneinheit (NE) in Minuten: 1NE = 1/83 = 77 Min

Nutzenunschirfe: o, = —m/v/61/83 = 99 Min.

Zeitwert von 32 Euro/h erscheint sehr hoch. Man muss jedoch beriicksichtigen, dass
Flugpreis fiir den Hin- und Riickflug gilt, die Zufahrtszeit jedoch fiir die einfache

Fahrt. Der tatséchliche Zeitbedarf verdoppelt sich also, so dass der effektive implizite
Zeitwert nur 16 Euro/h statt 32 Euro/h betréagt.
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(d) Determinist. Nutzenfunktionen:

Vo1 = —6.19, Vgo = —747, Vg3 = —8.31.

Nenner:

3
Z eV6i = 0.00287.
=1

Auswahlwahrscheinlichkeiten:

Dresden: Py, = 71.6%, Berlin: Pgo = 19.8%, Frankfurt: Ps3 = 8.6 %.

Im Vergleich die beobachteten relativen Haufigkeiten:

Dresden: hgy = 37/53 = 69.8%, Berlin: hge = 12/53 = 22.6 % Frankfurt: hgs = 4/53 = 7.5 %.

(e) Mikroskopische Preis-Eigenelastizitaten:

e(mic’K) _ ﬁ 0Py,
e P 8an

= B4Kyi (1 = Py;) .

Fiir Person 6:

EéTfC’K) = fB4Ke1 (1 — FPp1) = —1.4,
ic,K

eér2n2lc’ )= BaKe2 (1 — Psa) = —4.9,

emel) = By Key (1— Pay) = —6.7

Mikroskopische Anreisezeit-FEigenelastizititen analog:

ic, T

e = By (1 — Por) = —0.37,

eggzlc’T) = (3762 (1 — Ps2) = —1.3,
e

6((5[;316 )= B3T3 (1 — Ps3) = —1.4

(f) Mikroskopische Preis-Kreuzelastizitéten e,;;—prozentualer relativer Anstieg der Wahr-
scheinlichkeit, dass Person n Flughafen i wihlt, wenn Flughafen j # ¢ den Preis um 1%
anhebt: €,;; = —B4Kannj, also z.B. fiir Person n = 6 und preissteigernder Flughafen
Frankfurt (j = 3):

GéT;C’K) = Gg;;C’K) == —,84K63P63 =0.63
Die Kreuzelastizitét ist positiv: Erhoht der Flughafen Frankfurt seinen Preis um 1%, stei-
gert sich die Nachfrage in Dresden und in Berlin um jeweils 0.63 %. Die relative Steigerung
ist aufgrund der ITA-Eigenschaft der Logitmodelle fiir beide Flughéfen dieselbe.
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Natiirlich gilt auch allgemein als Folge einer relativen Preiserh6hung, beispielsweise des
Flughafens j = 3, folgende Summenbedingung:

> Puicnis = —BaPu1Kn3Pas) — BiPraKnsPn3) + BaPusKn3(1 — Prg)
i

BuKn3Pr3(—Pp1 — Pna + 1 — Pp3)
= 0 [da " Pui = 1].
i
Dies spiegelt wider, dass es sich hier um eine Verschiebungselastizitit, also ein Nullsum-
menspiel handelt: Was jemand gewinnt, muss einem anderen weggenommen werden.
(g) Makroskopische Preis-Eigenelastizitét:

mac,K) K ON;
Ez(i acK) _ N R (1)

— N; = 25:1 P,; die vom Modell geschitzte Gesamtnachfrage nach Fliigen am Flug-
hafen ¢ (Gesamtzahl an potenziellen Passagieren: N > N;),

- K; = % > Kni der Mittelwert des Preises iiber alle potenzielle Kunden am Flug-
hafen i (oder auch die Summe aller Preise, das kiirzt sich bei der Elastizitit weg).

Also allgemein

v - N; £~ OK; @)

E(mac,K) o K; OPy;

Fall 1: Alle Preise werden um einen festen Betrag verandert

Dann gilt die mittlere Preisinderung dK; auch fiir jeden einzelnen potenziellen Kunden
n: dK,; = dK; — const. bzw.

0P, _ 0Py Pu_
OK;  0Kn Ky

und damit K P
(mac,abs,K) _ 1% no 3
€i N; - Ko Cnii ( )

Fall 2: Alle Preise werden um einen festen relativen Betrag verandert

Dann gilt fiir jeden potenziellen Kunden n eine Preisinderung geméf dK,;/K,; =
dK;/K;, also

0K, K, 0K, K "

und damit

LK 1
6Z(;nac,re, ) = _Ni meen“ (4)
n

www.mtreiber.de/Vkoek Ma Verkehrskonometrie WS 2021/22 Ubung 8, Seite 3




Fakultdt Verkehrswissenschaften “Friedrich List” Professur fAZr Okonometrie und Statistik, insbes. im Verkehrswesen

Dies kann man auch als gewichtetes Mittel der Mikro-Elastizitdten schreiben:

1K) Py Py
e =D i i =t = (5)

die Wichtung betrégt dabei den erwarteten Anteil, den Kunde n zur Gesamtnachfrage N;
dieses Flughafens beitrigt.

Wihrend die Mikro-Elastizitdten um so negativer sind, je kleiner die Auswahlwahrschein-
lichkeit ist, mittelt sich dies bei den Makro-Elastizitidten weg. Die Makro-Elastizititen
sind die fiir die Betreiber eigentlich relevanten Grofen, da sie die relativen Kunden-
Reaktionen auf absolute bzw. relative Preisénderungen zeigen.

Hier wiirde bei einer Preiserhohung am jeweiligen Flughafen um 1%
— Dresden 2.6 %,
— Berlin 1.4 %,
— und Frankfurt 1.3%

der Kunden verlieren. Ist die jeweilige makroskopische Preiselastizitit grofer als —1, konn-
te der Flughafen durch eine Preiserh6hung mehr Einnahmen erzielen, zumindest, wenn
sich die Nachfrageinderungen gleichméfig auf alle Preissegmente bezieht (woriiber keine
der beiden Makro-Elastizitdten Auskunft gibt!). Hier sollten jedoch (zumindest, wenn die
jeweiligen anderen Flughéfen passiv bleiben!) alle FLughéfen ihren preis erniedrigen, um
nicht nur mehr Kunden zu haben, sondern auch mehr Einnahmen zu erzielen.

(h) Fiir gleiche modellierte Auswahlwahrscheinlichkeiten in Dresden und Berlin,

ﬁ —V1i7V2 —

P, = Vi=V

kann man eine “Aquipotentialkurve” beziiglich der Flugkosten in Dresden und der Anrei-
sezeit nach Dresden formulieren:

In (2) =Vi— Vo= =1+ B3(11 — To) + Ba(K1 — K2)

und nach Auflésen beziiglich der Anreisezeit 77 nach Dresden:

In < ) + 1 + B3Ts — Ba(K1 — Ka)

T (K1) =
(K1) 7
Bei gleichen Kosten und P, = P ergibt sich die Anreisezeit
T = TQ—"_&: 5 — 15 Min.
Bs

Diese Differenz ist genau der “globale Malus” in Minuten, den Dresden gegeniiber Berlin
hat, vgl. Teil (c). Die Steigung ist gleich des impliziten Geldwertes —/4//33 = —1.88 Minuten/Euro.
Konkret: Falls 75 = 120 Min und Ky = 200 Euro, so ist die Indifferenzgerade P, = P»
gegeben durch

B Ba

T (Ky) = A + 120 Min — E(Kl — 200 Euro).
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.2: Maximum-Likelihood-Methode: Grundlagen

(a)

(Binomialverteilung)

Geben Sie die analytische Likelihood-Funktion fiir die beobachteten relativen Hdaufigkeiten
y=h=2undy=h=06 an.

Einfach die angegebene Binomialverteilung fiir die Werte y = 2 bzw. y = 6 sowie den
Stichprobenumfang n = 10 angeben:

h=2: L(0)= ( 120 > 0%(1 — )% = 45 6*(1 — 0)®.

h=6: L(0)= < 160 ) 05(1 — 0)* =210 65(1 — 0)*.

Welcher Wert von 0 (auf 0.1 gerundet) ergibt jeweils die Maximum - Likelihood - Parame-
terschatzung fir die beiden Beobachtungswerte gemdf$ Tabelle?

Das Prinzip ist klar:

e Liest man die Tabelle von oben nach unten, ergibt sich die Wahrscheinlichkitsfunktion.
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e Liest man die Tabelle von linkds nach rechts, erhélt man die Liklihoodfunktion.

Zum Schitzen des Maximum-Likelihood-Wertes
6% = arg max (P(h;0))

anhand der Tabelle jeweils eine feste Zeile (geméfs der festen Haufigkeit y = h) nehmen und
beziiglich der Spalten, d.h. des Parameters 6 der Binomialverteilung maximieren. Direktes
Ablesen ergibt

h=2=6%"=0.2 h=06= 6""=0.6,

also “modellierte Auswahlwahrscheinlichkeit—beobachtete relative Héufigkeit”, wobei die
Auswahlwahrscheinlichkeit bei einer Entscheidung (Bernoulli-Experiment) hier direkt durch
den Parameter 6 der Binomialverteilung gegeben ist.

Fiihren Sie die Maximum-Likelihood-Parameterschdtzung auch mit der analytischen Likelihood-
Funktion durch!

Zur Veranschaulichung der Aquivalenz des Maximierens der Likelihood und der Log-Likelihood-
Funktionen wird hier beides vorgefiihrt:

Direktes Maximieren der Likelihood-Funktion bei beobachteter Haufigkeit 4 und
festem n:

L(6) = < Z ) o"(1 — o)"h

Damit

(31_’; _ ( ’ ) [n6" (1= )" 4 6 (n — (1~ 0)" (1)
h

= 0.

Da der Vorfaktor vor der eckigen Klammer ungleich null ist, muss der Inhalt der eckigen
Klammer verschwinden:

h(1—0) —0(n—h)] =0 =0 =

S|

Und damit fiir h = 2 oder h = 6 dasselbe Ergebnis wie oben. Die Maximum-Likelihood-
Parameterschitzung ergibt also die relative Haufigkeit. Da 6 die Wahrscheinlichkeit dar-
stellt, im Bernoulli-Experiment (Einzelentscheidung) den Wert 1 (und nicht 0) zu bekom-
men, ist dies plausibel: Nach dem Gesetz der grofsen Zahlen gilt ndmlich f — 0 fiir n — oo.
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Direktes Maximieren der Log-Likelihood-Funktion bei beobachteter Haufigkeit ~» und
festem n:

Die Log-Likelihood zu obiger Likelihood-Funktion ist gegeben durch

n

Ew):mey:m<h

) +hln6+ (n—h)In(l —0).

Ableiten und Nullsetzen ergibt

dL) h  n—h !
0

also
h(1—6)=60(n—h)=0=

Also — wie erwartet — dasselbe Ergebnis wie oben.

(b) (Poissonverteilung)
Mitarbeiter A tdatigte 2 Anrufe, Mitarbeiter B J Anrufe. Geben Sie jeweils die analytische

Likelihood-Funktion an und fihren Sie die Mazimum-Likelihood-Parameterschitzung des
Parameters o der Poissonverteilung (i) mit Hilfe der Tabelle, (i1) mit der analytischen
Likelihood-Funktion, (iii) mit der Log-Likelihood-Funktion durch!
(i) y = h = 2 Anrufe: Maximieren beziiglich der Spalten bei fester Zeile = pu = 2.
y = h = 4 Anrufe: Maximieren beziiglich der Spalten = p = 4.

(ii) Maximierung der Likelihood-Funktion

L{n) = —;

beziiglich des Parameters p:
éé - ji ehmMe—u
dp — dp h!
d ehlnu—u
= (i)

Lo (b
h! I

Da der Vorfaktor der runden Klammer immer # 0 ist, muss die runde Klammer
verschwinden = pu = h.

Alternativ mit der Produktregel:

dL 1 1

= e e
h—1_—pu
wWre
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(iid)
L(p) = —In(h!) + hlnp — p

also

(c) Gaulverteilung:
Gegeben:
e Daten: wochentliche Umsatz y; (in Woche 1)
e Modell: Gaukverteilung der Umsiitze (Zentraler Grenzwertsatz): Y; ~ N(u,0?).
Likelihood-Funktiion:

n

1  wi=w)?
Lo =] e
i=1

e
V2mo?
Log-Likelihood-Funktion:

" (—In2r —Ino? (y; — p)?
2 202

L(p.o®) =(Li,0%) = 3.

i=1

n
_ n 2 L 2
= const. — Elna ~ 5,3 El (yi — )
1=

Ableiten und nullsetzen

ol 1 - Yi — !

o 2 Z <_2 o? > -0 8
ol no I (=)
%5:_%ﬁEZCTI_:Q @

Aus (@) erhélt man

IS

n 1 n
> i =np éﬂ:Ezyiz
i=1 i=1

und aus ([T)

n n

n:Z (yi_lu')2 — 52 = lZ(yZ_M)Q)

; o n
i=1 i=1

Vergleichen Sie das Ergebnis mit der linearen Regression des “Trivialmodells” y = p =
const.

'Man beachte, dass nach ¢® := u abgeleitet wird und nicht nach o. Deshalb ist d—(;%% = d—((li%l = —1/u® =
—1/0%.
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Schitzt man den Parameter a der trivialen Regressionsfunktion y(z) = a anhand der Daten
(x4,yi) (x; = i =Woche i und dazugehoriger Umsatz y;) mit der Regressionsrechnung ab,
erhélt man das Ergebnis
a=7y,

also stimmt die Schétzung der Regressionsrechnung mit der der Maximum-Likelihood-
Methode iiberein. Bestimmt man nun mit den Mitteln der induktiven Statistik die Re-
sidualvarianz (nichterkldrte Varianz) von g(z), so ist diese hier gleich des Schétzers fiir die
Gesamtvarianz (da das Trivialmodell ja keinerlei Anderungen “erklirt”), also

1
A2 2
= 15(% y)”

i=1

Die Maximum-Likelihood-Varianzschétzer und Regressions-Varianzschétzer stimmen also
formal nicht genau iiberein, wenn die Varianz nicht bekannt ist, also im Normalfall: FEi-
nerseits héngt der Maximum-Likelihood-Schétzer von p und der Regressionsschétzer von
i1 = gy ab, andererseits steht n statt n —1 im Nenner. Setzt man insbesondere im Maximum-
Likelihood-Schétzer [ fiir den wahren Wert p ein, erhdlt man einen nicht-erwartungstreuen
Schiitzerfd Der Regressionsschétzer ist also im Falle von Gaufverteilungen tendenziell vorzu-
ziehen, dafiir ist die Maximum-Lieklihood-Schétzung in vielen Situationen moglich, wo die
Regression versagt, z.B. im Falle bekannter Korrelationen oder auch bei diskreten Wahlm-
odellen.

*Wiire allerdings u in der Tat exakt bekannt, dann wire auch 2 erwartungstreu.
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